UNIVERSIDADE’TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA CIVIL

LUCAS VASLANV DA SILVA WOLFF

UM ESTUDO DO DESEMPENHO DE ELEMENTOS FINITOS DA
ELASTICIDADE PLANA

DISSERTACAO DE MESTRADO

CURITIBA
2019



LUCAS VASLANV DA SILVA WOLFF

UM ESTUDO DO DESEMPENHO DE ELEMENTOS FINITOS DA
ELASTICIDADE PLANA

Dissertacdo de mestrado apresentada
como requisito parcial a obtencéo do titulo
de Mestre em Engenharia Civil, do
Programa de  Pés-Graduacdo em

Engenharia  Civii - PPGEC, da
Universidade Tecnolégica Federal do
Parana.

Orientador: Prof. Dr. Jodo Elias Abdalla
Filho

CURITIBA
2019



Dados Internacionais de Catalogagdo na Publicagéo

Wolff, Lucas Vaslanv da Silva

Um estudo do desempenho de elementos finitos da elasticidade
plana / Lucas Vaslanv da Silva Wolff.-- 2019.
1 arquivo de texto (139 f£.): PDF ; 2,64 MB

Modo de acesso: World Wide Web. Titulo extraido da tela de titulo
(visualizado em 26 set 2019)

Texto em portugués com resumo em inglés

Dissertagdo (Mestrado) - Universidade Tecnoldégica Federal do
Parana. Programa de Pés-Graduagdo em Engenharia Civil, Curitiba, 2019

1. Engenharia civil - Dissertagdes. 2. Construgdo civil. 3.
Método dos elementos finitos. 4. Elasticidade. 5. Cisalhamento. 6.
Deformacdes e tensdes. 7. Calculo das variagdes. I. Abdala Filho,
Jodo Elias, orient. II. Universidade Tecnoldégica Federal do Parana -
Programa de Pés-graduagdo em Engenharia Civil, inst. III. Titulo.

CDD: Ed. 23 -- 624

Biblioteca Ecoville da UTFPR, Campus Curitiba
Lucia Ferreira Littiere - CRB 9/1271



Ministério da Educacao
r PR Universidade Tecnologica Federal do Parana

Diretoria de Pesqguisa e POs-Graduacao

TERMO DE APROVACAO DE DISSERTAGAO N*174

A Diszertacdo de Mestrado intitulada UM ESTUDO DO DESEMPEMHO DE ELEMENTOS FINITOS
DA ELASTICIDADE PLANA, defendida em sessac publica pelola) candidatoia) Lucas Vaslanv da
Silva Wolff, no dia 22 de agosto de 2019, foi julgada para a obtencdo do titulo de Mestre em

Engenharia Civil, area de concentracdo Construgdo Civil, & aprovada em sua forma final, pelo
Programa de Pds-Graduacio em Engenharia Civil.

BANCA EXAMINADORA:

Prof(a). Dr{a). Jedo Elias Abdalla Filho - Presidente - UTEPR

Prof(a). Dr{a). Roberto Dalledone Machado - UFPR
Prof{a). Dr{a). Ivan Moura Bels - UTFPR

A via original deste documento enconfra-se arquivada na Secretaria do Programa, contendo a
assinatura da Coordenacgdo apds a entrega da versao corrigida do trabalho.

Curitiha, 22 de agosto de 2019.



RESUMO

WOLFF, Lucas Vaslanv da Silva. Um Estudo Do Desempenho De Elementos
Finitos Da Elasticidade Plana. 2019. 142 f. Dissertacdo de Mestrado em
Engenharia Civil - Universidade Tecnologica Federal do Parana. Curitiba, 2019.

Este trabalho faz um estudo do desempenho de elementos finitos retangulares planos da
elasticidade. Elementos de quatro, oito e nove nos, formulados usando a formulacéo
isoparamétrica e a formulacdo segundo a notacdo strain gradient (SGN) sdo comparados ao
serem aplicados na solucdo de diferentes problemas. A influéncia de termos espdrios,
denominados de cisalhamento parasitico e que sdo responsaveis pelo erro de modelagem
conhecido por travamento por cisalhamento (shear locking), é investigada. Para bom
desempenho dos elementos, erros de modelagem devem ser evitados. A eliminagéo de termos
espurios em elementos isoparamétricos é realizada usando-se técnicas de integracdo numérica
reduzida, uniforme ou seletiva, de acordo com o elemento finito empregado. Nos elementos de
ordem elevada, neste caso, os elementos de oito e nove nos, essas técnicas funcionam apenas
parcialmente. Ao eliminarem termos espurios, técnicas de integracdo reduzida também
eliminam termos legitimos que compdem a equacdo de compatibilidade, introduzindo modos
espurios de energia nula, ou seja, um outro erro de modelagem. Termos esparios em elementos
strain gradient sdo precisamente identificados porque a notacgdo é fisicamente interpretavel, ou
seja, revela os significados fisicos dos coeficientes polinomiais. Assim, 0s termos espurios
podem ser removidos dos polinémios de deformacéo, tornando os elementos livres de erros de
modelagem. Ressalta-se que os termos espuarios sdo corretamente eliminados, ou seja, sem a
introducdo de modos espurios de energia nula. Esses procedimentos sdo descritos neste trabalho
e validados nas analises numéricas apresentadas. Nessas analises numéricas, procura-se
também investigar a influéncia da razdo de aspecto dos elementos, da geometria da malha
utilizada, e da variacdo do coeficiente de Poisson na aproximacéao dos resultados, assim como
a convergéncia com o refino uniforme e ndo uniforme da malha. As analises mostram a
equivaléncia numérica dos deslocamentos entre a formulacdo isoparamétrica com integracédo
completa e a notagdo strain gradient com termos espurios em elementos com quatro, oito e
nove nads. Para o elemento isoparamétrico de quatro nos, a integracdo reduzida uniforme mostra
ndo ser eficaz na solugdo dos problemas propostos, enquanto a integracdo reduzida seletiva
mostra equivaléncia nos resultados a notacdo strain gradient sem termos espurios. Para
elementos de ordem mais alta, oito e nove nds, a notacdo strain gradient mostra melhor
desempenho que a formulacao isoparamétrica quando a razdo de aspecto do elemento é proxima
de um para problemas com coeficientes de Poisson préximos a zero. Quando se aumenta o
coeficiente de Poisson, os resultados da notacéo strain gradient passam a ser melhores também
para elementos com razao de aspecto maior que um.

Palavras-chave: Strain gradient Notation, Elemento isoparamétrico, Elasticidade
plana.



ABSTRACT

WOLFF, Lucas Vaslanv da Silva. A Study of Finite Element Performance of Plane
Elasticity. 2019. 142 p. Dissertation Master Degree in Civil Engineering - Federal
Technology University - Parana. Curitiba, 2019.

This work makes a study of the performance of rectangular finite elements in plane elasticity.
Four-, eight- and nine-node elements formulated using the isoparametric formulation and the
strain gradient notation (SGN) are compared when applied to the solution of different
problems. The influence of spurious terms, called parasitic shear and which are responsible for
the modeling error known as shear locking, is investigated. For good performance of the
elements, modeling errors should be avoided. The elimination of spurious terms in
isoparametric elements is accomplished using numerical techniques reduced, uniform or
selective, according to the finite element employed. In the high-order elements, in this case, the
eight- and nine-node elements, these techniques function only partially. By eliminating spurious
terms, reduced integration techniques also eliminate legitimate terms that make up the equation
by introducing null energy spurious modes, that is, another modeling error. Spurious terms in
strain gradient elements are precisely identified because the strain gradient notation is a
physically interpretable notation, which reveals the physical meanings of the polynomial
coefficients. Thus, the spurious terms can be removed from the deformation polynomials,
making the elements free from modeling errors. It is emphasized that spurious terms are
correctly eliminated, that is, without the introduction of spurious modes of zero energy. These
procedures are described in this work and validated in the numerical features presented. In this
numerical analysis, we also investigate the influence of the aspect ratio of the elements, the
geometry of the mesh used, and the variation of the Poisson coefficient in the approximation of
the results, as well as the convergence with the uniform and non- uniform refining of the mesh.
The analysis shows the equivalence between the isoparametric formulation with complete
integration and the Strain gradient notation with spurious terms in elements with four, eight
and nine nodes. For the four-node element, uniform reduced integration was shown to be
ineffective in solving the proposed problems, while the selective reduced integration of the
isoparametric formulation showed equivalence in the results to strain gradient notation with no
spurious terms. For higher order elements, eight and nine nodes, strain gradient notation
showed better performance than the isoparametric formulation when the aspect ratio of the
element is close to one, for problems with Poisson coefficient close to zero. When the Poisson
coefficient is increased, the results of strain gradient notation become better also for elements
whose base is more elongated with respect to height too.

Palavras-chave: Strain gradient Notation, Isoparametric Element, Plane Elasticity.
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1. INTRODUGCAO

O método de elementos finitos (MEF) é um meétodo numérico-computacional que
aproxima solucBes de problemas do meio continuo, esses descritos matematicamente por
sistemas de equac0es diferenciais e um conjunto de condi¢des de contorno. Utilizado em
diferentes areas da Engenharia e da Fisica-Matematica, o MEF permite a obtencao de solucdes

de problemas préaticos que sdo intrataveis analiticamente.

Em seu procedimento de analise, 0 MEF representa o dominio do meio continuo, muitas
vezes de geometria complexa e podendo ser composto por varios materiais, por um modelo
matematico dividido em sub-regides denominadas elementos finitos. O comportamento de um
elemento finito tipico do modelo, através de sua formulacdo, pode ser estimado acuradamente.
Assim, o comportamento do continuo também pode ser estimado acuradamente quando

modelado por um conjunto de muitos desses elementos finitos [1, 2].

O modelo de elementos finitos é usualmente denominado malha devido ao reticulado
que é formado pela associacdo dos elementos. Diz também que o modelo de elementos finitos
é uma discretizacdo porque ele representa com apenas um numero finito de graus-de-liberdade
0 meio continuo, que é um sistema com um ndmero infinito de graus-de-liberdade. Por esta
razdo, a solucdo é sempre aproximada, e uma melhor aproximacdo é obtida com um maior
refino da malha. Na pratica, uma sucessao de refinos e reanalises do modelo, realizada segundo
diretrizes cientificamente estabelecidas, como a reprodutibilidade dos resultados, permite a
obtengdo de uma solucdo convergente, ou seja, uma solucdo suficientemente aproximada da

solugdo matematicamente correta do problema.

Sob uma perspectiva historica, 0 Método dos Elementos Finitos surgiu como um método
de andlise de estruturas e sélidos, derivado do Método da Rigidez Direta [2]. Foi apenas ap0s a
construcdo de uma robusta fundamentacdo matematica que ficou estabelecido que o método
poderia ser aplicado na solucdo de problemas de valor de contorno de qualquer area da fisica-
matematica. As primeiras aplicacbes do MEF envolvem a elasticidade plana [3, 4], area esta

que este trabalho revisita.

Elementos finitos para a elasticidade plana baseados em campos de deslocamento cujos
polinbmios séo incompletos dentro de uma certa ordem possuem erros de modelagem. Em
geral, quadrilateros sdo formulados com base em polinémios incompletos. Erros de modelagem
se manifestam através do enrijecimento artificial ou travamento do modelo, que esta associado

a deformacéo por cisalhamento ou distor¢do angular. Esse erro se denomina travamento por
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cisalhamento, que é uma traducdo do termo original em inglés, shear locking. O fendmeno foi
descoberto ainda nos primérdios do MEF quando da formulacdo de elementos finitos
isoparamétricos [5-7] e foi atribuido a presenca de termos de cisalhamento parasitico, do
original em inglés, parasitic shear, também referidos aqui como termos espurios, presentes na
matriz de rigidez. Como a matriz de rigidez de elementos isoparamétricos deve ser integrada
numericamente, pesquisadores desenvolveram técnicas de integragdo numérica de ordem
reduzida para resolver o problema de travamento. Essencialmente, essas técnicas tém por
objetivo ndo integrar os termos de cisalhamento parasitico presentes na matriz de rigidez, com
isso eliminando o travamento. Contudo, essas técnicas ndo sdo universais, ou seja, ndo
funcionam igualmente para diferentes elementos. Por exemplo, a técnica de integracdo
numérica de ordem reduzida uniforme ndo funciona adequadamente ao ser aplicada no
quadrilatero de oito nds, elemento da familia serendipity. Ocorre que ao eliminar termos
espurios, elimina também termos de mesma ordem que comp&em a equacdo de compatibilidade
da elasticidade plana. Essa eliminacdo errbnea introduz modos espurios de energia nula, do
inglés spurious zero-energy modes, ou seja, um outro erro de modelagem devido a eliminagédo

inadvertida de termos corretos presentes na formulacéo.

Elementos finitos isoparamétricos tornaram-se bastante populares por sua capacidade
de adequacdo geométrica ao dominio e estdo presentes nas bibliotecas dos principais programas
comerciais de elementos finitos. Com isso, seu uso tornou-se bastante difundido, e é inegavel
gue apresentam bom comportamento quando devidamente formulados, pois muitos projetos de
engenharia exitosos foram realizados com base em resultados obtidos com esses elementos.
Contudo, outras formulacGes foram e continuam a ser desenvolvidas em busca de eficiéncia
computacional, muito motivadas em evitar erros de modelagem. Este trabalho utiliza a
formulacdo de elementos finitos baseada na notacdo strain gradient (SGN) [8], que é uma
notacdo fisicamente interpretavel que relaciona deslocamentos e deformacdes explicitamente
as quantidades cinemaéticas do meio continuo. Especificamente, os coeficientes dos polindmios

sdo escritos na forma de grandezas fisicas que representam o comportamento do meio continuo.

A notagdo strain gradient permite que as capacidades de modelagem de um elemento
finito sejam conhecidas durante o procedimento de formulagéo, ou seja, a-priori. Os modos de
deformacéo que o elemento pode representar sdo evidenciados logo no inicio da formulagédo
qguando suas expansfes polinomiais sdo escritas. Nesse processo, 0S termos espurios
responsaveis pelo travamento sdo também identificados. Como sera mostrado neste trabalho,

termos espurios sdo identificados na expressao de distorcdo angular de cada elemento. A
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eliminacdo correta do travamento por cisalhamento é realizada quando os termos espurios sao
removidos durante o processo de formulagdo. Assim, a notacdo strain gradient permite que
erros de modelagem sejam eliminados de forma correta, ou seja, sem a introducdo de modos
espurios de energia nula, e a-priori. Essa € uma importante vantagem do procedimento, pois
implica em eficiéncia computacional, uma vez que ndo ha necessidade de se lancar méo de

técnicas numeéricas para eliminagdo de termos espdrios durante a anélise.

Apesar da notacdo strain gradient ter sido introduzida em meados dos anos oitenta,
muitas de suas possiveis aplica¢fes ainda estdo em desenvolvimento e sua eficiéncia continua
em validacdo com o objetivo de que seja estabelecida como uma formulagéo competitiva. Ndo
se tem muitos dados de comparacdo da notacdo strain gradient com outras formulagdes,
notadamente a isoparameétrica. Assim, neste trabalho, realiza-se um estudo em que se compara
0 desempenho da formulacdo strain gradient com a formulacdo isoparamétrica na analise por
elementos finitos de problemas da elasticidade plana usando elementos retangulares lineares e

quadréticos.

1.1.0bjetivo Geral
o O objetivo deste trabalho é avaliar e comparar o desempenho dos elementos finitos
strain gradient e isoparamétricos retangulares de quatro, oito e nove nos na analise de

problemas da elasticidade plana.

1.2.Objetivos Especificos
. Comparar o desempenho dos elementos finitos retangulares strain gradient com

o desempenho dos elementos isoparamétricos para diferentes problemas da elasticidade plana.

. Avaliar a influéncia da razdo de aspecto no desempenho dos elementos.
. Avaliar a influéncia do coeficiente de Poisson no erro associado a modelagem.
o Mostrar a correta eliminacdo dos termos espurios nos elementos retangulares de

oito e nove nos.

Apesar da formulagdo isoparamétrica ser bastante difundida, e suas vantagens e
desvantagens na modelagem de problemas planos, a notacdo strain gradient ainda ndo foi
explorada de forma comparativa, tanto do ponto de vista conceitual como de resultados, de

forma que o estudo e comparagdo das duas formulagbes vem a contribuir ndo s6 com a
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elucidacdo destas, como também com a identificacio de possiveis modificacbes e
oportunidades a serem exploradas.

1.3.0rganizacgao do Trabalho

Este capitulo introdutorio faz uma conceituacdo do método dos elementos finitos e uma
breve descrigdo de erros de modelagem e de técnicas de eliminacdo desses erros associadas a
procedimentos de formulacdo de elementos finitos, e apresenta os objetivos do trabalho. O
capitulo 2 faz uma revisao bibliogréafica sobre o tema da dissertacédo e apresenta as formulacdes
isoparamétrica e strain gradient dos elementos de quatro, oito e nove nos na elasticidade plana.
O capitulo 3 descreve a metodologia empregada para atingir os objetivos propostos, detalhando
0s procedimentos computacionais e as simulacdes a ser realizadas. O capitulo 4 apresenta e
discute os resultados das analises numérico-computacionais, e finalmente as conclusfes do

trabalho s&o apresentadas no capitulo 5.
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2. FUNDAMENTAGAO TEORICA

Neste capitulo serdo abordados os principais conceitos referentes as formulagdes
isoparameétricas e strain gradient notation, embasando as analises e consideracfes do trabalho
acerca do tema estudado.

2.1.Método dos Elementos Finitos.

Teoricamente, um problema do meio continuo possui um nimero infinito de graus-de-
liberdade e sua solucédo analitica pode ser de dificil obtencdo. O Método dos Elementos Finitos
(MEF) aproxima a solucéo do problema através da subdivisdo do seu dominio em elementos
discretos, denominados elementos finitos, em um processo chamado de discretizacdo[1, 2]. O
modelo resultante possui um namero finito de graus-de-liberdade e corresponde a um sistema
de equacOes algébricas que, quando resolvido, fornece uma solucdo aproximada para o
problema.

Um elemento finito possui geometria simples (triangulo ou quadrilatero, por exemplo)
e um numero finito de graus-de-liberdade. Seu comportamento é facilmente descrito por uma
formulagdo adequada ao problema a ser modelado. A associagdo de varios elementos finitos
forma a malha de elementos finitos que modela o problema e que permite sua solugdo, como

ilustra a figura 1.

Figura 1—(a) Problema na elasticidade plana. (b) Malha de elementos finitos modelando um

problema na elasticidade plana[2].

Fonte: ZIENKIEWICZ, 2013.

Por proporcionar uma aproximacao pratica e eficaz, reduzindo custos de prototipagem

com segurancga, varios softwares sdo desenvolvidos para a modelagem de problema de
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engenharia, sendo necessario o conhecimento do usuario para a correta aplicacdo do MEF para
cada tipo de problema estudado[2].

O estudo continuo do MEF por engenheiros é necessario, para melhorar a aplicacéo e
agilidade das solucdes encontradas independente dos softwares disponiveis, para maior

acurcia e seguranca na engenharia [3].

2.1.1. Relac¢des constitutivas da mecanica dos solidos.

Para a aplicacdo do MEF na area de mecanica dos solidos, deve-se entender relacdes e
formulacGes devidas entre deformagdes, rigidez e forgas, como as leis de Hooke, as leis de
Newton, e as técnicas desenvolvidas por varios fisicos e matematicos tais quais Lagrange,
Euler, Bernoulli, Coulomb, Hamilton, Mariotte, Cauchi, Navier, Young, Poisson, Mohr e

Castigliano, cujas historias sdo relatadas no livro de Timoshenko, em 1953[9].

Como os problemas estudados estdo em equilibrio estatico, a energia cinética em um
sistema de energia conservativo torna-se nula, tornando a energia potencial constante, e

representando o comportamento do sélido atraves da equacdo (1) [10]:
H=j(U—W)8V 1)
14

Onde:
[1:Energia potencial.
U: Energia de deformagéo.
W: Trabalho realizado pelas forcas externas.
V: Dominio do problema.

Segundo a lei de Hooke, que define o comportamento dos solidos dentro do regime
elastico, pode-se concluir a relagdo entre as deformacdes especificas e as tensdes existentes no

corpo, como mostra a equagéo (2) [11, 12]:

& = %(ai — v(aj + ak));

g = %(aj —v(o; + ak)); (2)

& = E(Jk - v(cri + aj))
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Onde:

€: Deformacao especifica linear no corpo.

E: Mddulo de elasticidade longitudinal do material.

o: Tensdo aplicada ao corpo.

i,j e k:Direcdes em que o corpo esta submetido a tensdes.
v: Coeficiente de Poisson.

A relacdo pode ser estendida para tensoes de cisalhamento e distor¢fes angulares, como

mostra a equacao (3):

;i Tix Tik
Vij:%;yik:#;yjk:]? (3)

Onde:

y: Distorc¢do angular.

G: Mddulo de cisalhamento.
T. Tensdo de cisalhamento.

Porém quando esta relacdo é colocada no espaco tridimensional com eixo de referéncia
ortogonais “x”, “y” e “z”, como mostra a Figura 2, faz necessario o uso do coeficiente de

Poisson (v), que estabelece a razéo entre duas deformacdes especificas ortogonais entre si, como

mostra a equacéo (4) [13]:

&
vy = -2 (4)
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Figura 2— Solido tridimensional submetido a tens8es nas dire¢cdes ortogonais x,y e z [9].
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Fonte: TIMOSHENKO, 1953.

Isso se faz necessario para representar as influéncias causadas por tensdes aplicadas em
direcdes diferentes no mesmo corpo, culminando na equacédo (5) para solidos isotropicos, 0s

quais 0 material possui as mesmas propriedades em todas as diregdes [8]:

1 T
Ex =E(0x—v(0y+0'2))} ny =%;
_ 1 . _T.X'Z 5
sy—E(o*y—v(ax+aZ)),yZy—? )

1 T
&, = E(O'Z - v(crx + ay)); Yzx = %

Escrevendo as equacdes para cada deformacado linear e angular, pode-se determinar a

seguinte forma matricial da equacéo (6) [2]:

r 1 v v 0 0 0
E E E
Ex v 1 % Oy
_— -—= 0 0 0
&y E E E Oy
&, 1 g,
Vo (T |22 Y 00 0fizy (6)
YXZ g g 1 0 0 T.'X,'Z
0 — T
yzy 0 0 0 G l g zy
0 0 0o 0 G —
0 0 A
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Para um corpo de espessura pequena, medida na dire¢ao “z”, e submetido a forgas
externas em direcOes contidas no plano do elemento, definido pelos eixos ortogonais “x” e “y”,

considera-se 0 apresentado na equacao (7) geral para problemas elasticos dentro do plano [2]:
1
U= EL(Jxex + )&y + TuyVay) OV @)

Com a equacdo (7) é possivel determinar a parcela de energia relativa a deformacéo de

acordo com cada grau de liberdade de um elemento finito plano [14].

Uma vez definida a energia interna do solido, o trabalho realizado pelas forcas externas
€ necessario para a montagem completa da equacdo de energia potencial do problema, sendo
resultado da multiplicacdo das forcas aplicadas a um ponto e os deslocamentos realizados pelo

ponto [2].

Pode-se definir pela equagéo (8) o trabalho realizado pelas forcas externas [2]:
S 14

W =Trabalho realizado pelas for¢as externas.

Su; = Variacao do deslocamento associados as forcas.
S e V =Dominios de aplicacdo das forcas.

¢; = Forcas de superficie.

F; = Forcas de volume.

Estabelecidas as relacfes constitutivas que sdo necessarias para a aplicacdo do método
na mecanica dos solidos, pode-se buscar uma funcao que descreva a energia potencial associada
a um problema em especifico, no caso unidimentional, para simplificar a metodologia utilizada,

gue segue 0S mesmos conceitos para o estado plano estudado.

O funcional que descreve a energia potencial, no caso unidimensional, pode ser escrito
conforme a equacéo (9) [8]:
X2
M= f F(x,u,u,)dx 9)
X1

F(x,u,u,) = funcional que descreve o trabalho realizado pelo corpo.

u = u(x) funcdo que minimiza II.
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Para a minimizagdo ou maximizacao da funcdo de energia potencial, deve-se atender a
equacdo (10), onde mostra que no ponto de maximo ou minimo a derivada de primeira ordem
da funcdo deve ter valor nulo, e as condi¢Ges necessarias para resolucdo do problema através

da derivada de segunda ordem [8]:
ST =0 (10)
82 > 0 para a minimizacédo da funcéo.
82 < 0 para a maximizacéo da funcéo.
82 = 0 deve ser pesquisada uma variacdo de maior ordem para conclusdes.

Considerando que a fungéo solugéo do funcional F (x, u, u ,) possui variagdes dentro do
dominio, que também podem ser escritas como a amplitude das variagdes a multiplicadas por
uma funcgéo associada ao desvio da fungéo solucdo exata n(x), pode-se escrever a fungdo u(x)

que soluciona o funcional conforme as equages (11) [8]:
u(x) = u(x) + du(x),ouu(x) = u(x) + an(x) (11)
Su(x) =variagGes em u(x).

Colocando a energia potencial em funcdo da amplitude das varia¢Oes «, ou seja, I1 =
(), pode-se dizer que para a solucdo exata do funcional F, a variavel a deve ser nula para
qualquer posigao “x”, e é equivalente a variacdo da energia potencial em relacdo ao dominio do

problema, que também deve ser nula no ponto méximo ou minimo, podendo ser escrita

o
como: 8l =0 = £|a=0 = 0[8].

Dessa forma, pode-se escrever a equacdo (12) para a derivada de IT em relagdo a a,

realizando a integragao por partes da fungdo F (x, u, u ), e as demais consideragdes ja descritas

[8]:

X [au dx 8u ,

ol %2 9F d OF oF .
| =0 2

= lamo = InGdx + [

. oU 5

Sendo desconhecida a funcdo n(x), para satisfazer a igualdade pode-se afirmar duas
condigdes que tornam a afirmacdo verdadeiras para quaisquer valores que n(x) assuma, a
equacdo de Euler, mostrada na equacgéo (13), e as condi¢Oes de contorno naturais, mostradas

nas equacoes (14) [8]:
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oF d oF _ 0 13

ou dxou, - (13)

oF )2 =0= =0 =0 14
[au,xn x ]x1 = ou, |x=x1 =4ue ou, |x=x2 = (14)

Quando sdo conhecidos os valores de u(x;) e u(x,), pode-se utilizar as condig¢oes de

contorno essenciais du(x)|y=x, = 0 e du(x)|x=x, = 0 [8].

Apesar da formulacéo descrita estar associada a um problema unidimensional, existem
tantas equac0es de Euler quantas sdo as variaveis fundamentais, tornando esta mesma resolucéo

possivel de forma mais extensa para os casos bidimensionais e tridimensionais [8].

A partir do equacionamento variacional, pode-se optar por, a partir de dados conhecidos
e suficientes, resolver um dado problema de forma exata e analitica, o que pode trazer uma
complexidade muito alta, como se pode realizar uma forma de solugdo aproximada, mas que

satisfaca a acuracia exigida para o problema.

A formulacéo forte, ou strong form, utiliza das equacdes de Euler e as condicdes de
contorno para obter uma solugdo exata, porém nem sempre existem ferramentas matematicas

suficientes para determinar as deformacdes e esforgos por integragéo direta [8].

A formulacdo fraca, ou weak form, utiliza uma funcdo aproximada para solucionar

problemas complexos, que ndo poderiam, ou seriam dificilmente obtidos por integracéo direta.

O método dos elementos finitos utiliza dos recursos dessa formulacdo para descrever
estruturas continuas e complexas de forma discreta e mais simples, com a aproximagdo do

comportamento de um solido com func¢des polinomiais de facil tratamento [8].

2.1.2. Formulacdo do Método dos Elementos Finitos.
A equacéo da energia potencial pode adquirir formatos dificeis de realizar a integragéo
algébrica, sendo a discretizacdo do problema uma forma de solucdo aproximada para um

problema continuo complexo [8].

Pode-se escrever a equagdo da energia potencial como a equagéo (15) [8]:

I, = Z I, (15)

n
=1
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Sendo u(x) a equacdo que descreve os deslocamentos do corpo, pode-se arbitrar como
u(x) = Y-, fi(x).u; a aproximagao por elementos finitos, sendo f;(x) as fungdes de forma,
responsaveis por atenderem as condi¢des de contorno, e u; 0s deslocamentos nodais, onde pode

ser aplicado o método de Rayleigh-Ritz, por exemplo [8].

A funcdo dos deslocamentos u(x) e as funcdes de forma f;(x) podem ser escritas nas
formas matriciais quando colocadas em funcdo da posicdo do elemento s, sendo s = x —
(i — 1).1, para i sendo 0 nimero do elemento e [ 0 tamanho. As formas matriciais sdo expressas
nas equacdes (16) [15, 16]:

[0 = Ni(s); u(s) = ) uiNi(s); u(s) = NIy (16

i=1
Para aplicar as deformacfes na lei de Hooke, faz-se necessaria a determinacdo das
deformagbes especificas, que correspondem a e&(x) =e(s) = %[N]{d}i = [N'|{d}; =
[Bl{d}; [15, 16].
Considerando a formulacdo matricial para as tensdes [o] = [El{e} = [B]{d};[E], €

susbtiuindo na equacdo (7), obtem-se a equacédo (17) para a energia interna de deformacao em

forma matricial em fungéo dos elementos finitos [15]:
1 t t
U =5}t | [BFIEIE] avia) a7)

Onde a matriz de rigidez [K]; é definida como: [K]; = [, [B]*[E][B] dV [15, 16].

\%

O trabalho realizado pelas forca externas expresso na equagdo (8), substuindo os
deslocamentos obtidos pelo método dos elementos finitos em forma matricial pode ser expressa
pela equacao (18) [15, 16]:

W = (d)! j [Nq(s) dS (18)

Pode-se defirnir a matriz de forgas equivalentes nodais {r }; como {r,}; = . J[N1g(s) dS

[15, 16].

A equacéo da energia potencial pode ser definida com a substiui¢do das equacoes (17)
e (18) na equacdo (1), formando a equacéo (19) [15, 16]:
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1
Mp; = > {d}i[K]{d}: — {d}i{re}i (19)

Generalizando a obtengédo das matrizes [K]; e {r.};, pode-se definir assim a equagéo
(20) em forma matricial [15, 16]:

1
My = | G 1B} - ()15 eo) + (¥ lollav - | fuyryav
14
v (20)

—LWFWMS—MFW}

{u} = Vetor de deslocamentos do elemento;
{e} = Vetor de deformac6es do elemento;
[E] = Matriz de elasticidade do elemento;
{eo} = Vetor de deformacdes iniciais;

{o,} =Vetor de tenses iniciais;

{F} = Vetor de forcas de volume;

{¢} = Vetor de forcas de superficie;

{d} = Vetor de deslocamentos nodais;

{P} = Vetor de forcas externas nodais.

Implementando o método dos elementos finitos, usam-se as equacdes de forma para
descrever os deslocamentos {u} como {u} = [N]{d}, e as deformaces, por se tratarem da
variacdo das deformac@es ao longo do corpo, podem ser escritas como {e} = [D]{u}, sendo
[D] a matriz de operadores derivada da deformacdo em relagdo ao sentido da deformacdo do
corpo [15, 16].

Ao derivar as fungdes de forma em relacéo ao sentido de deformacéo obtemos a matriz
[B], desta forma, ao utilizar as deformac@es em funcéo das fungdes de forma e deslocamentos
do elemento, obtem-se {e} = [D][N]{d} = [B]{d} [15, 16].

Substituindo as deformagdes encontradas em funcdo das variagdes das equacOes de
forma e dos deslocamentos do elemento na equacéo (20), e o resultado da energia potencial do

elemento na equacéo (15), obtem-se a equacao (21) [15, 16]:
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n,elementos

1
= Y ([ GBI ENB Y, - | @B e
+ [ @i toav, - [ @mreyay @)
V. Ve
— [ (@tvIgds.) - ()P
Se

Redefinindo para o plano a matriz [K];, conforme a equagdo (22), e a vetor {r,};

conforme a equacéo (23), e substituindo na equacéo (21), obtém-se a equacao (24) [15, 16]:

N, = 2. (@) K1) ~ (d)'(R) 22
n,elementos
Kl= > K 23)
i=1

n,elementos

®=¢1+ >k (24)
i=1
Minimizando a equacdo da energia potencial em relacdo aos deslocamentos nodais {d},

pode-se estabelecer as relagdes na equagao (25) [15, 16]:

[K1{d} —{R} =0 (25)

2.1.3. Elementos Isoparamétricos.

Uma das vantagens da formulacdo dos elementos isoparamétricos € que mostram um
bom comportamento a geometrias diversas com o processo de mapeamento geométrico do
elemento original, uniformizando também o dominio de integracdo para um intervalo unitario,

como ¢ ilustrado na figura 3 [15, 16]:
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Figura 3— Mapeamento geométrico para um elemento de forma irregular[8].

A 4 (s, \4)
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4(-1,+1)
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Fonte: DOW, 1999,

Pode-se escrever as funcbes de forma para o elemento em funcdo de varidveis com
dominio entre -1 e 1, e converter para as coordenadas cartesianas originais conforme as
equac0es (26) [15-17]:

x=[Nl{x}, y=INI{y} (26)

Onde {x} e {y} sdo as coordenadas dos nos dos elementos e [N] sdo as fun¢des de forma

em relacdo as coordenandas naturais (&, 7).

Como existe uma mudanca de variaveis, faz-se necessario o calculo da matriz Jacobiano

para converter as integrais definidas em x e y para ¢ e n, como mostra a equacéo (27) [15-17]:

j dxdy = j_ 11 fldet[/] dédn @7)

Sendo [/]definido como (28):

dx dy

_|d¢ d¢
1=\4x ay (28)

dn dn
Pode-se obter o resultado da integral que compde a matriz [K] pela substituicdo dos
pontos de quadratura de Gauss e multiplicacdo dos pesos referentes a estes pontos, resultando

na equagéo (29) [15-17]:

K= | IBIENBIOV = )" " w8 B, (29)
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Porém a utilizacdo de elementos planos de baixa ordem resulta na absorcéo de energia
de cisalhamento parasitica, distorcendo os resultados e tornando a modelagem insegura [15,
16].

Para o caso de elementos de quatro, oito e nove nds, sdo necessarios métodos de eliminar

estes erros, como a integragdo reduzida uniforme, e a integragao reduzida seletiva.

Dentre outros métodos em desenvolvimento para a mitigagdo de erros e melhor
cobvergéncia, o estudo e comparacdo das formulagdes é necessario ndo so para averiguar qual
possui melhor desempenho, mas também em que situacfes uma formulacdo desempenha

melhor seu objetivo, retornar uma solucédo precisa.

2.1.4. Integracdao reduzida uniforme, reduzida seletiva e reduzida seletiva
ponderada.

A técnica de integracdo por pontos de Gauss permite a obtencdo do resultado de uma
integral deifinida em um intervalor de -1 a 1 de uma funcdo polinémial, substituindo as
coordenadas de Gauss na funcdo em que se almeja integrar, e multiplicando resultado por um

peso, adequado a quantidade de pontos e grau da equacao.

Para tal procedimento deve-se substituir as coordenadas dos pontos na funcdo, e 0s
resultados deve ser multiplicados pelos pesos, sendo a solucdo exata para a integracdo de

polinomios com ordem igual a (2p — 1), sendo p a quantidade de pontos [8].

Para suprimir os termos espurios, pode-se utilizar uma quadratura de Gauss de grau

menor que a necessaria para integrar completamente todos os termos do polinémio[18].

Assim, os elementos quadrilateros de quatro n6s sdo integrados com uma quadratura de
1 ponto central ao invés de 2x2, e os elementos de oito e nove n6s com uma quadratura 2x2 ao

invés de 3x3 quando realizada a integracao reduzida uniforme[18].

Isto provoca a supressdo, ou reducdo do valor, referente a termos de maior grau nos
polinbmios de aproximacéo, que estdo associados a termos espurios, porém, esta eliminacgdo é

feita indiscriminadamente da origem da deformacéo, o que pode induzir outros erros [8].

Como aternativa a integragdo reduzida uniforme, podem-se realizar integracOes
reduzidas seletivas da matriz de rigides atraves de duas substituicbes de pontos de quadratura

de Gauss diferentes, considerando a equagdo da matriz de rigidez (30) [18, 19]:



32

[me=fwrwﬁwuw&gfwﬂﬂzwwweﬂm?+Wm (30)

14

Se for utilizada a mesma regra de integracdo por quadratura de Gauss para toda a

equacao, o resultado sera idéntico a integracao da equacdo completa.

Para eliminar o cisalhamento parasitico, ndo de forma explicita, mas buscando uma
convergéncia adequada da discretizagdo, é utilizada uma regra de quadratura de Gauss reduzida
para a primeira parte da equacao, podendo ser usada uma ponderacdo entre a soma das matrizes
de elasticidades como em (31) e (32) [20]:

1 v 0
. [ E 1 0
[E] =(1—v2)z 0 1-v
. (31)
a f 0
:(1E2)B “ Ll +(1E2) ‘1’:2 e 8]
“"o o . I 0 0
[E]® = [E]f + [E]f (32)

As coordenadas dos pontos de quadratura de Gauss sdo dadas por
{—X, X}, {X,—X},{X, X}, {—X, —X}, definidos por (33) [20]:

X= |/ (33)

O resultado da soma das matrizes de elasticidade sera exato para quaisquer valores de

a e 3, mas utilizando @ = v?, a soma das matrizes de elasticidade passam a ser (34) [20]:

2
0
vk 1-v2 v—F 0

o= ()0 s 1o o] o
2

As coordenadas dos pontos de quadratura de Gauss passam a ser X = 13 e o trabalho é

minimizado para 8 = v [20].

Ou pode-se separar a matriz de elasticidade sem a ponderacdo entre o0s termos,

resultando na separacéo simples da matriz como em (35):
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1 v 0
E v 1 0
[E]e:(l—vz) 0 0 1-v
: (35)
00 O . 0
E 00 0 E v
12 1-v| T2 |¥ 10
00 — 0 0 0

Da mesma forma que na equacao (32), as partes da matriz de elasticidade séo integradas
por quadraturas de ordem diferentes, a primeira parcela por uma ordem reduzida, e a segunda

por ordem completa[19].

Considerando duas regras de integracdo diferentes para cada matriz de elasticidade para

um material isotropico, pode-se escrever a obtencdo das matrizes de rigidez em (36):

pP1—1p,-1 P1 P2
(KT = D" " detl)| wowy [BIIEISIB] + ) > detl]| wow, [BI'[EI5 B (36)
=1 j=1 i=1j=1

A integracdo por pontos de quadratura de Gauss é exata para polinbmios de ordem
(2p — 1), onde p é a quantidade de pontos utilizados na integragdo, e quando é utilizada uma
quadratura para um polindmio de grau maior que esta regra, a integracdo passa a ser
aproximada, suprimindo termos de maior grau, 0 que € proveitoso quando estes termos sao
espurios, caso contrario esse processo insere modos espurios de energia nula, prejudicando o

processo [15, 19].

2.1.5. Elemento isoparamétrico de quatro nés no plano.
Pode-se definir como um elemento plano de quatro nés o elemento mostrado na figura

4 [15-17]:
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Figura 4— Elemento de 4 nés no plano [8].

Fonte: DOW, 1999.

S&o utilizados polinomios de lagrange para descrever a geometria e campo de
deslocamentos do elemento, de acordo com a quantidade de nés e graus de liberdade, conforme

as equacoes (37) [17]:

n n

Xm — X Ym —Y
Nicx = l_[ o — g ey = =t N = NigaNicy (37)
m=1"m k m=1 Ym — Vi
k+m k+m

A equacdo € valida quando todos as coordenadas, sdo diferentes, caso contrario, as

coordenadas iguais devem ser tratadas como tendo a mesma numeracao k.

Como o dominio de integracdo do elemento deve estar dentro do intervalo [-1,1] para a
integracdo por pontos de Gauss, e com um formato retangular, para ndo existirem pontos do

dominio fora do elemento, é realizado o mapeamento do elemento conforme a figura 5 [15]:
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Figura 5— (a) Elemento de quatro nés real; (b) Elemento de quatro nés mapeado [16].
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\ 3(§=1,n=1)
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‘ (b)
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Fonte: Quek, 2014.

Escrevendo as funcBes de forma como foi apresentado na equacdo (26), pode-se

converter as coordenadas em (&,7) para X e y segundo a equacdo (38) [21]:

(11— —m
4

1+ —n)
4

1+oa+mp|tr 7 Kk

4
1-1+n)
4. |

(1= —n)

(38)

4
1+HA—n)

_ 4
YT laroasp|V P

4
1= +n)
i 4 |

Pode-se escrever de forma unificada o vetor {x, y} correlacionado com as coordenadas

nodais{c} ={*1 Y1 X2 Y2 X3 ¥3 X4 Y4}" naforma daequacdo (39) [22]:

(X1

V1
X2
X _ N1 0 N2 O N3 O N4 0 yz .
{y}_ 0 N, 0 N, 0 Ny 0 NyJ)xs[ = Nie (39)
V3
X4
\V4/
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Onde N4, N,, N3, N, sdo as fungdes de forma N, (&, n) obtidas através da aplicacdo dos

polindmios de Lagrange, mostrados na equacéo (37), sendo expressos pela equacédo (40) [17]:

le(l_f)f_”);Nz=(1+E)4(1_77);N3=(1+E)4(1+");N4
(40)
_A-Ha+m
4

De forma anéloga, pode-se expressar os deslocamentos {u, v} do elemento em questdo
em funcéo das coordenadas {&,n}, definindo como {u(&,n) v(&,17)}" o vetor deslocamento em

fungéo dos deslocamentos nodais conforme a equagéo (41) [17]:

{u(f,n)} Ny 0O N, 0 N3 0 N, O]<v2>:[N]{d} (41)

vEmS 0 Ny, 0 N, O N; 0 N,

A deformacéo especifica é a variacdo da deformacédo em relacdo ao tamanho do corpo,

v

. Jdu du  Ov o .
ouseja, ex = ——,& = 3y =3, + oo sendo o vetor deformacéo especifica do elemento {&}

definido como a equagéo (42) [17]:

rau/ax\
&) [1 0 0 0%,
{€}={€y}=[0 0 0 1]<av > (42)
Vo) Lo 1 1 ol |%% 5
d
\ v/ayJ

Ao tentar aplicar a equacdo (41) na equacdo (42), percebe-se a necessidade da
transformacéo das derivadas em fun¢do da conversdo de coordenadas feitas de {x, y} para {¢, n}
através da regra da cadeia, mostrada aplicada ao caso nas equacdes (43) [17]:

aNi _ aNl 0x n aNl ay aNl . aNl 0x " aNl ay
0§  Ox 08 09y 9§’ dn  Ox oy dy an

(43)

Na forma matricial, pode-se identificar a matriz jacobiano [J], como mostra as equacdes
(44) [17]:
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aN; d N, N,
lag) P ae “lae|(*Vox Y o

= =[] (44)
aNl/an ax/an ay/@n /ay /ay

Da mesma forma, para obter as variagdes das funcGes deslocamento em relagdo ao
referencial de {x, y} para {¢,n}, faz-se necesséria a aplica¢do da regra da cadeia como mostra
as equacdes (45) e (46) [17]:

9 E dy, |

Vag| _|"log Tae| [*ax _ [ )

o) %oy “lan| "oy oy
S

“og| _|*Vos Vo Z”/ax i Z”/ax -

av/an _ax/an ay/an_ v/ay v/ay

Tanto na matriz Jacobiana da equacdo (44), como nas equacBes (45) e (46), sao

assumidos os mesmo valores, que sdo dados pela equacéo (47) para um elemento plano [17]:

'\ IN; dN;
0x/ ay/ iy i 599
T S I A [ 0 )
BX/ aJ’/ 21 J22 dN; dN;
an on 2. X o
Sendo:

_ N, N3 ONy . _ 171 1= 1+n i/ PV
Ji1 = as(x1+ aé/,x2+ aé/,x3+ ot ¥4 =, X1+ ==Xt X3 Xy
oN N N aN -1 1- 1+ -1-

S = e SV ¥ G Ve kTR ye = T e+ SR ys
_ M Ny N3 ONy . _ 371 i e L AV
Jor =Gk G X H G s G = T g o Ty

N N N N §-1 —1-¢ 14¢ 1-§
Jaz = 6—171}’1 +a—an’z +6_173y3 +a—;J’4 =t ety

Como o objetivo € obter as variages em torno das coordenadas {x, y}, faz-se necesséria
inverter a matriz jacobiana definida na equacéo (47), para através das equacdes (45) e (46)

sejam encontrados os valores almejados dados nas equagdes (48) [17]:



Onde det[/]

0

u/ 0x
0

u /ay

= J11-J22

U=

1

det[/]

__]12']21'

0
u/ag |
)0
au/an v/ay

]22
_i]21

av/ax

_f112
]11

|-

[111
121

112
122

a%@f
a”/an

Sendo a matriz inversa da matriz Jacobiana igual a equacéo (49) [17]:

|
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(48)

(49)

Pode-se assim escrever o resultado da correlagéo entre as derivadas das deformagdes no

eixos {x, y} e nos eixos {&,n} na forma matricial da equacéo (50) [17]:

rou /aéw

(Ou/
/ax I I
Ou/ 11 iz 0 0
) ay>: Iy Iy 0 0
av/ 0 0 Iy I
0x 0 0 Iy Iy
617/
\ /0yJ

0
3 o

\
av/af

0
\ v/an)

(50)

Através da equacdo (41) definida anteriormente, pode-se determinar na forma matricial

as derivadas das deformacdes em relagdo as coordenadas {&,n} na seguinte equacdo matricial

(51) [L7]:

A

rou /afw
a”/an
%/ ae

d
\ v/an)

N,

on
0

kS
N,

0

0

N,

a¢

N,

an

N,

ON,

N,

a¢

N,

0 5

0

ON,

a¢

N,

on
0

on
aN,
ES
aN,
an

0

N,

0
N,

an

an
0

0

oN,

3
N,

on |

0

Us
V3
Uy

\V,/

> (51)

Substituindo a equacdo (51) em (50), e esta na equacéo (42) ja definida, a equacdo (52)

mostra o vetor deformacdo em funcéo das variagbes da fungédo de forma, das coordenadas e

deslocamentos nodai

s [17]:
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(52)
\

Para simplificacOes de expressao, a equacao (52) pode ser escrita de forma reduzida
como {e} = [B].{d}, onde a matriz [B] é dada na equagéo (53) [17]:

0N,

23
amy

on

N,

o¢
N,

on

N,

o¢
N,

on

aN;
0¢
aN;
on

[B] = [H:][H;][H3]

aNs
08
aNs
an

AN,
13
AN,
on
AN,
08
AN,
“on |

(53)

Outros elementos retangulares de mais de quatro n6s podem ser definidos pelo mesmo

procedimento utilizado para a criacdo da matriz [B], desde que sejam refeitos os calculos das

derivadas das funcgdes de forma e acrescentadas as colunas na matriz [Hs], quantas forem as

coordenandas nodais do novo elemento e os deslocamentos nodais {d} .

Uma vez obtida a matriz [B], pode-se aplicar a equacdo (36) ja apresentada para a

obtengdo da matriz [K], para assim aplicar a minimizacdo da energia potencial, descrita na

equacdo (25), obtendo os deslocamentos nodais e, por consequencia, a caracterizacdo das

equacdes referentes a deformacdo do elemento [17].
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Para a determinacdo das fungdes de deformacéo e dos deslocamentos nodais, é utilizada
o triangulo de Pascal, mostrada na figura 6, para determinar o grau da equacgao necessaria [17]:

Figura 6— Representacdo do triangulo de Pascal para determinacdo das equacfes de um

elemento de quatro nés [2].
1
L \f /)
,—’“ f n\ / \ /i S\
.};\

AVAVAVA };{f’"

¥y ¥ x? /

/ f\f\/\ \

x?},-ﬂ

/ ’\r"\ AN

Fonte: ZIENKIEWICZ, 2013.

As funcgdes de aproximacao da deformacéo séo definidas para o elemento de quatro nés
como as equacdes (54) [2, 15-17]:
u(x,y) = ap + a1x + ayy + azxy;
(54)
v(x,y) = by + byx + b,y + bsxy

Escrevendo as equacdes (54) em forma matricial obtem-se a equacao (55) [2, 15, 17]:

1

u(x,y)}_ AQp a1 Az azy)

{U(x,y) - bO bl bz b3] y (55)
xy

Sendo os coeficientes a,, e b, sem interpretagéo fisica, mas uma vez determinados pela

minizacdo da energia potencial, serdo responsaveis por descrever as deformacoes do elemento.

Substituido as coordenadas nodais do elemento, expressos como {c} na equacéo (39),
pode-se encontrar os deslocamentos nodais, expressos como {d} na equacdo (41), na forma
matricial da equacéo (56) [2, 15-17]:
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ul\ -1 x1 yl xl'yl 0 O 0 0 ] aO
v, 0 000 L xi oy x| |ay
Uy 1 x y, x.¥; 0 0 0 O Zz
vl _| 0 0 0 O L oxz y2 X092 )73 _ oy
V(=11 2 93 xeys 0.0 0 0 <ZO>—{d}—[¢]{also} (56)
53 0 0 0 O 1 x3 y3 x3y3 bl
w“} 1 X4 V4 X4Va 0 0 0 0 b2
* 00 0 O 1 x4 ys x4y,1 773

Obtem-se assim os coeficientes das fungdes de aproximacdo da deformacao
implementando as defini¢cbes do elemento isoparamétrico da equacdo (37) a (56) na equacédo
(25) definida como minimizacdo da energia potencial, pode-se substituir as deformacao
conhecidas devido a restricdes de apoio, e através das forcas aplicadas conhecidas, resolver o

sistema linear para obter o restante dos deslocamentos e forgas desconhecidos [2, 15-17].

O procedimento para solugdes do sistema linear de equacéo é variado, existindo varios

procedimentos possiveis de serem adotados.

2.1.6. Elemento isoparamétrico de oito e nove nds no plano.

Para elementos retangulares de oito e nove nos, devem-se definir novas fungdes de
forma, assim como novas funcées de aproximacéo condizentes ao triangulo de Pascal mostrado
na figura 5 [2, 15-17].

Para obter a equacdo N, (&,n) para o elemento de nove nés, como mostra a figura 6,
para 0s nos dos cantos, nds intermediarios, e nd central, utilizam-se as interpolacbes dos
polinémio de Lagrange deifnidas em (37), gerando assim as equac@es de forma de (57) a (59)
[16]:

Figura 7— Representacdo do elemento de nove nés [2]

45 o / o3
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80 91—;; 06
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Fonte: ZIENKIEVICZ, 2013.
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_@E-D0-D @@ De -1

Ny

4 2 2
(57)
N3 — fﬂ(f + 1)(77 + 1);]\]4_ _ ETI(E — 1)(77 + 1)
4 4
Ny = n(l— 522)(17 - 1);N6 _ (¢ + 1)2(1 _772);
(58)
_z2 . 2
N, =14 E)(n+1);N8=€(€ D(1—1?)
2 2
No=(1-§H(1-1n% (59)

Seguindo o mesmo procedimento definido para os elementos retangulares de quatro nés,
obtém-se as coordenadas {x, y} e as deformac@es nodais {u(&,1) v(&,1)}" de forma similar ao
encontrado nas equacgdes (39) e (41), respectivamente, sendo novamente definidas para o

elemento de nove nos pelas equacdes (60) e (61) [17]:

)=

[Ny O N, O N3 O N, O Nj O N O N, O Ng 0 Ng 07]xs

_ON1ON20N3ON40N50N6ON70N80N9<y5>
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1) = i)

" (6D)
_ Nl 0 NZ 0 N3 0 N4 0 N5 0 N6 0 N7 0 Ng 0 N9 0] Us

[0 N, O N, O N; O N, O Nj O N, O N, 0 Ng 0 Ny

Ug
\vq

E os deslocamentos nodais passam a ser obtidos por uma equagdo composta por mais
elementos do triangulo de Pascal mostrado na figura 5, culminando na equacéo (62), similar a

equacéo (56):

{d}

QAo

(1 % v %2 xy, yi iy, xy? xiy? 000000O0D0O0QO kL

0000O0O0GOT OO 1 v »oxf oy ¥ oxiye xyf xfyi| |

1 % Y2 % X%y, Y3 x5y, X%yi x3y3 000000O0O0O0OQO as

0000O0GO0GOT OO 1 % ¥ %3 %y, Y3 X3y, X¥5 x3yi||%

1 x3 y3 %3 x3y3 y§ x3ys x3y5 x3y3 000000O00O0OQO s

0000O0O0O0GO0O 1 X y; X3 xsys ¥ xdys xy3 x3y3||ge

1 x4 Yo X§ XuYs Vi XiVa XaVi X3Vi 00000CO0CD0O0O a
- 0000000TO00O Uox oy 53 xye vEoxdv xmyi xbi|)E| (62)

|1 oxs ys xE oxsys ¥ oxlys xsyE xdyE 000000000 b
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L X Yo X§ XeVo Vi XeVe XoV XEVe 000000000 b

0000O0O0GOT OO 1 %6 Yo %% Xe¥o Y& XVs XV X&VE P

1 % ¥, %} x5, y2 x%y, x,95 x%y} 000000O00O0OQO *

00000O0GOT OO 1 x, y, ¥ x, ¥3 Xy, x93 x3y3||Ds

1 xg ¥s x5 Xg¥s Y& x5Vs XgVs X5V§ 0 000O0O0DO0O0O b

0000O0GO0GOT OO 1 xg Y8 % Xg¥s Y& X5Vs Xg¥§ X5V3l 27
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Aplicando os novos termos no procedimento ja descrito para elementos isoparamétricos,

é possivel a determinagdo dos deslocamentos relativos ao elemento.

A quantidade de integragdes realizadas aumentam consideravelmente, uma vez que para
cada uma das nove equacOes de forma surgiram duas derivadas parciais, na matriz [H;], e a
mesma quantidade para a matriz [H,], definidas na equacdo (53) para a matriz [B], que é
utilizada duas vezes, uma para cada quadratura de Gauss na integracdo reduzida seletiva,

totalizando 72 integragdes de relativa complexidade [15].
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Para o elemento de oito nos especificamente, a selecdo dos termos conforme o triangulo
de Pascal deve seguir a l6gica mostrada na figura 8, uma vez que faz-se necessaria a exclusdo
do dltimo termo [2, 8, 16].

Figura 8- Representacéo do tridngulo de Pascal para determinacéo das equag¢des de um

elemento de oito nds [8].

1

NN
/NN N\

Fonte: DOW, 1999,

/

E possivel observar na figura 8 a supressdo dos termos de maior grau do polinomio

(xy)™, diminuindo a quatidade de termos da equacao em relagdo ao elemento de nove nos.

Para a construcéo das funcdes de forma do elemento de oito nos, da familia de elementos
Serendipty, pode-se seguir o procedimento descrito na figura 9 para obter uma fungéo que

satisfaca os diversos graus de liberdade do elemento:
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Figura 9— Representacdo do desenvolvimento das funcdes de forma de um elemento de oito

nos, a partir dos graus de liberdade em (a) e (b) para (c) [2].

Step 3 [
1.0f

Ny= Ry, ~% Ng=% N,

(c)
Fonte: ZIENKIEVICZ, 2013.

Gera-se assim as equcdes de forma definidas para o elemento de oito n6s, como mostra
a figura 10, para os nos dos cantos em (63), e para 0s nds intermediarios em (64):
Figura 10— Representacdo de um elemento de oito nés [2]

7

40 O O3
L

e} é: Qo

10 o 02

Fonte: ZIENKIEVICZ, 2013.

_A-9a-mE-n-1 _A+dA-mE-n-1

M 4 2 4
(63)
N3=(1+€)(1+Z)(€+n—1);N4=(1—E)(1+ni(—€+n—1)
st(l—s‘z)(l—n);N6=(1+$)(1—n2);
2 2
(64)
y, = 4=a+n _ A-9H0 -1

2 8 2
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Seguindo 0 mesmo procedimento definido para os elementos retdngulares de quatro nos,
obtem-se as coordenadas {x, y} e as deformac@es nodais {u(&,1) v(&,1)}" de forma similar ao
encontrado nas equacdes (39) e (41), respectivamente, sendo novamente definidas para o

elemento de oito nos pelas equagdes (65) e (66):

{}=mie

)
N1 O N2 O N3 0 N4 0 NS O N6 0 N7 0 N8 0] y4

o N, ON, O Ny ON, ONgONy, O N, O Ng

(6 ) =

ts]  (66)
N, O Ny O Ny O N, O Ng O Ng O N, O Ng 07]s

- O Nl 0 NZ 0 N3 O N4 O N5 0 N6 0 N7 O N8 <""1’5

Ug
\vg

E os deslocamentos nodais {d} = [®].{a;s,}, passam a ser obtidos por uma equagdo
composta por mais elementos do triangulo de Pascal mostrado na figura 8, culminando na

equacéo (67), similar a equacéo (56):
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{a}
1 %y xf xy; yE xPy, xy? 0 0000O0O0O0ODO 1 20
0000O0GO0T 0O 1 x % xyn ¥ 3y ayi||a
1 x2 Y2 %3 %y, Y5 %3y X935 00000000 az
0000O0TO 0T OO 1 x2 y2 %3 Xy, Y5 x5y, x¥3|(as
1 x3 ¥3 %3 x3y3 y5 *3ys X3Y3 00000O0CO0CO0O a4
000 0O0GO0UO 0O 1 x3 y3 x5 x3¥3 Y5 x5y x3y3||%
1 x4 Yo XF X4ys VI Xiys XuYi 00000CO0CO0CO s
_ 00000000 Uoxe oy x oxys v oxdv xyi|)y7| (67)
1 x5 ¥s xZ xsys y& xiys Xsyi 0 000O00O0O00O0 b
0000O0GO0U 0O 1 x5 ¥5s x xsys y&¢ xiys Xsy? b
1 X Yo X2 XV6 Y& X2Vo XeVE 00000CO0CCO0CO b
0000O0GO0T 0O 1 X Yo X2 X6 Ye XeVo XeVé B
1 x; y7 %} x9;, ¥ xiy; x;9% 00000O0CO0CO0CO b
000 0O0GO 0T 0O 1 %7 y7 %3 x5y, Y5 x3y; x79% bs
1 xg Ys x5 xgVsg Y5 X&Ys XgV 0 000O0O0O0ODO 6
0000O0TO 0T OO 1 xg Y x3 xgVs Y3 x3vs XeyZl ‘b7

Aplicando os novos termos no procedimento ja descrito para elementos isoparamétricos

novamente, é possivel a determinacdo dos esfor¢os relativos ao elemento

Da mesma forma que o elemento de nove nds, a quantidade de integracdes realizadas
aumentam, uma vez que para cada uma das oito equacOes de forma surgiram duas derivadas
parciais, na matriz [Hs], e a mesma quantidade para a matriz [H,], definidas na equacédo (53)
para a matriz [B], uma para cada quadratura de Gauss aplicada na integracéo reduzida seletiva,

totalizando 64 integragdes de relativa complexidade [15]

2.2.Strain gradient Notation
Uma das principais caracteristicas, e diferencial da notacdo strain gradient, é que 0s
termos das fungdes de aproximacao do deslocamento possuem interpretacao fisica, permitindo
uma analise a priori, antes do processamento do elemento, de termos espurios, que prejudicam

a convergéncia, e em outras notagdes ndo possuem facil identificacdo [23-26].

Sua formulagdo pode ser obtida através da expansdo de Taylor, mostrada na equacgéo
(68), quando se realizam sucessivas integracdes por partes do funcional que descreve o

comportamento da deformacéo[27, 28].

2, £
Foo =Y Lo gy 68)

Aplicando a expanséo de Taylor para as equacdes que descrevem os deslocamentos

u(x,y) e v(x,y), obtém-se as equacdes (69) e (70) [27]:
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6u ou 10%u 0%u 10%u
— - 2 ——yZ . 69
u(ny) (urb)0+ x ayy-l_zaxzx +axayxy+zay2y ( )
v ov 19%v 0%v 19%v
— _ — x2 + 70
v(x,y) = (Wb)o"‘a x+ayy+26x2 axa xy + 26 2}’ (70)

Pode-se definir os movimentos de corpo rigido como os representados na figura 11,

sendo as variagdes entorno de “x y” correlacionadas com as deformacdes lineares e

angulares do solido estudado, como mostrado na matriz da equacéo (42).

Figura 11- Movimentos de um ponto qualquer do sélido [8]

v A
[ nliah
" '
. ' Ut vty
(]
HO
¥ AN
rh & s
#
-~
,
1 LTS
4K\ .
4 pr ' =
\. / [ F—— x
LT

Fonte: DOW, 1999.

As variaveis u e v sdo os deslocamentos de um ponto do elemento finito, assim como r

a rotacdo, sobrescritas pelo indice rb, de rigid body, ou movimentos do corpo rigido.

9 u o w9
Sendo &, ? Z p == (” =

=2 =2 Z2rZ e ———) ode-se isolar as
_ax’y_ay’yxy dy | ox ax ay/)’ P

variacGes dos deslocamento u e v e substituir nas equagbes (69) e (70), culminando nas
equacoes (71) e (72) [25, 27]:

y. 1
u(y) = @rpdo + (E)ox + (5 = 1rn) ¥+ (exe) X+ (exy) 2y
(71)

1
+ > (Vayy — Eyx) Y2
0

Yxy 1
v(x,y) = (Wpp)o + (ey) y + ( + rrb) X+ > (sy,y) y? + (sy,x)oxy
° (72)
1 2
+5 (Vayx — €xy) X2 .
0
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Pode-se obter as funcbes de deformacdo derivando as equagdes de deslocamento
encontradas conforme a equacdo matricial (42), resultando nas equacbes (73) a (75) que

descrevem as deformacdes lineares e angular do solido no plano [23, 25, 27]:

ou

& = F (&x)0 + (ex,y)oy (73)
dv
& =5y = (ey)o + (ey,x)ox (74)
du OJv
Yy = B + Fi (yxy)o + (ex,y)ox + (ey,x)oy (75)

Observa-se 0 acoplamento de deformacdes lineares e angulares na equacdo (75),

podendo identificar os termos espurios de cisalhamento parasitico (E’W)oe (ey,x)o, que quando

eliminados, deixam de provocar erros na modelagem do elemento, permitindo uma

convergéncia mais rapida e segura [8, 29].

Como os elementos espdrios podem ser identificados e eliminados ja nas equacgdes de
deformacdes, pode-se chamar de uma corre¢do a priori, antes do processamento e obtencdo de

resultados pertinentes ao problema estudado [8, 24, 29, 30].

Os termos espurios causam erros de natureza qualitativa e quantitativa, melhorando a

modelagem quando eliminados[24, 26, 29].

O desenvolvimento da notacdo strain gradient permite a integracdo direta das equacoes
para a determinacdo da matriz de rigidez do elemento, sem a utilizagdo do mapeamento da
formulacdo isoparamétrica, nem a integracdo por pontos de Gauss.

Os diferenciais alcancado pela notacdo strain gradient permitem o desenvolvimento de

novos elementos competitivos em termos de precisdo e custo computacional[28].

2.2.1. Elemento retangular de quatro n6s no plano na notagao Strain
gradient

O elemento retangular de quatro nés na notacao strain gradient pode ser definido atraves
da figura 12 [8]:
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Figura 12— Elemento de quatro nés na notacéao strain gradient [8].

Fonte: DOW, 1999.

Como ndo h4d mapeamento de coordenadas, também ndo h& necessidade do célculo do

Jacobiano [8].

Respeitando o triangulo de Pascal, mostrado na figura 6, para o elemento de quatro nos,
e a expansdao de Taylor, mostrada na equacdo (68), podem-se definir as equagdes de

aproximacdo dos deslocamentos na notacéo strain gradient nas equacdes (76) e (77) [8, 19]:

Vx
w(6y) = (o + (0% + (52 = 1) ¥+ (£xy) v (76)
0
yxy
v(x,y) = (U)o + (&) ¥ + (7 + rrb)o X+ (gy,0) %y (77)
Ou na forma matricial da equacado (78) [8, 30]:
((Urp)o)
(rp)o
(Trp)o
(gx)O
{u(x,y)} _[r 0o -y x 0 y/2 xy 0]< (e,) ¢ (78)
v(x,y) 01 x 0 y x/2 0 xy Y70
(yxy)o
(gx,y)o
\(ey.x)OJ

Substituindo os valores das coordenadas {x,y} para cada no, no intuito de obter os

deslocamentos nodais do elemento, obtem-se a equacgdo matricial (79) [8, 25, 30]:



o1

[ 1 0 -1 X1 0 % X1Y1 0]
X1
01 x 0 y > 0 xay1| ((up)o
rulw 1 0 _ x O & 0 (va)O
121 Y2 %2 2 *2)2 ("rp)o
u x
2 01 x 0 y, 2 0 x, (&2)o
{72 = 2 ey, ¢
10—y w0 2 ays o] Y (79)
VU3 E 3 2 3Y3 (ny)o
Uy X3
(v, ) 0 1 x3 0 y;3 > 0 x3y3 (gxy)o
10 —Ya X4 0 % X4Y4 0 (ny)OJ
X4
0 1 Xy 0 Ya 7 0 XaYa

{d} = [CD] {gest}

Mostra-se a interpretacdo fisica dos coeficientes da funcdo de aproximacdo do
deslocamento do elemento, possibilitando a identificacdo de elementos acoplados de forma
indevida quando as equacdes (76) e (77) sdo utilizadas na equacéo (42), onde as variagOes das
funcdes u(x,y) e v(x,y) para encontrar as deformacGes especificas &, €, € y,, podem ser
definidas nas equac0es (80), (81) e (82) [8, 19, 25, 26]:

Ex = (&x)o + (Ex,y)oy (80)
&y = (Sy)o + (Sy,x)ox (81)
Yxy = (ny)o + (Sx,y)ox + (Sy,x)oy (82)

Observa-se na equacdo (82) o acoplamento incorreto de deformacdes especificas
lineares e angulares, sendo possivel a identificacdo dos termos espurios e a eliminacéo a priori

com a retirada destes termos da equagdo, como mostrado em (83) [8, 19, 26, 31]:

Yy = (ny)o (83)

Ou na forma matricial sem a eliminagéo dos termos espurios em (84) [8, 19, 25]:
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((urb)o\

(vrb)o

0 (Trb)O

00 010 0y (e2)

Ex 1 0 0 O x)o

{e} = 8y=000100_1001/2"0<(€y)0>(84)

vl lo 1 1 olf0 0 100 120y

00 00 1 o0 0 xl|[On),

(Sxy)o

k(gyx)OJ

Realizando a multiplicagdo matricial afim de deixar apenas as matrizes de variaveis e

dos coeficientes fisicamente interpretaveis, obtém-se a equacéo (85) [8, 19]:

((urb)o\
(vrb)o
(Trb)o

(&x)o
1 (&), ¢ =[THeest}  (85)
(V&y)o
(Sxy)o

x(eyx)oj

o

o oo
S o
o RO
m oo
RO
< X

A matriz [T] apresenta colunas nulas, de forma a causar problemas futuros nas
interacBes com outras matrizes e com operacGes matriciais, de tal forma que € necessario

reescreve-la conforme mostra a equacao (86) [8]:

0 00 [L OO YOO
[T] = [[To] [Ts]]=Ho 0 o] [0 1 0 0 x” (86)
0o oo lo o1 x y

Aplicando a definicdo de {€} na notacdo Strain gradient e a lei de Hooke para o estado
plano na equacdo (7), obtém-se a energia de deformacdo absorvida pelo sélido através da
equacao (87) [8, 30]:

U= fv T ENEAY = 2 o [ fv (71" [E] [T]dV] {est) (87)

Separando a matriz [T] em [To] e [T¢], observa-se na equacao (88) a distribui¢do dos

termos:
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f [To]" [E1[Ty]dV f (7o) [E1T.1dV
U= v (88)

\%
| Emey | (s
\% \%
Definindo como U a matriz de integrais resultante da interacdo da matriz [T], apenas 0

termo U,, ndo serad nulo, pois como [T,] é uma matriz apenas com elementos nulos, todos os

termos onde a matriz estiver presente em multiplicacéo se tornardo nulos também [8].

Realizando as operacdes matriciais, obtém-se a equacgdo (89) para U [8]:

[1 0 O]
~ tE|010|117’1’8100y0
U22—|(1_2)001 1—pllo 1 0 0 x|av
v |ly 0 xJ|0 0 —|lo o1 xy
Jv 0 x y
r 1 v 0 y XV T
v 1 0 yv X (89)
0 0 1-v 1-v 1-v
N 2 X Y32 v
T \1—p2 1-v 2 4 ,1—v 4 1-v
y yv 2 Y TX Ty VT
XV X 1—v N 1—v 2 4 21—1/
Jo L Y= Xyv+xy x* 4yt —

Sendo t a espessura do elemento.

2 1-v 1-v 2 1-v .
Os termos x — xyT ey > representam um acoplamento Incorreto entre

deformacbes lineares e a deformacdo angular, sendo termos espudrios de cisalhamento
parasitico, pois quando é realizada a multiplicacdo matricial {e,s}" U{e.s}, estes termos

passam a multiplicar as deformacdes (SW)O e (ey,x)o que sdo lineares [8].

Também pode-se chegar a conclusdo do acoplamento incorreto, ao se eliminar

previamente 0s termos espurios na matriz da equacéo (85), que resulta novamente na equacao

1-— 1—- 1-—
89), mas sem 0s termos x2—= xy— e y2 —.
2 y 2 y 2

Desta forma, os termos espurios devem ser eliminados, formando a equacéo (90) [8]:
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ul 1 v 0 y xv
v 1 0 yv x
0 o 1—-v . 1—v y 1—-v
_ tE
Uz = (1 — UZ) 12_ v 2 2 dv (90)
y yv T2 ¥y xyv
XV X 1—v Xyv x2
Jvl Y3

Utiliza-se para estabelecer as integrais de cada termo o Teorema de Green, mostrado na
equacdo (91), que relaciona integrais duplas com integrais de linha, de forma a permitir
posteriormente a integracdo dentro do dominio do elemento através do circuito estabelecido
dentro de cada contorno [8].

fF-dV jE(G_N_G_M dv = fde+dey (91)
v dy ax

Transformando integrais de area em integrais de linha, soluciona-se possiveis problemas

relacionados ao dominio da &rea de cada parte do elemento, uma vez que sera possivel a

integracdo dentro do circuito definido pelo elemento independente do formato [8].

Os valores de y em funcdo de x podem ser obtidos através de uma relacdo linear entre

as duas variaveis, uma vez que as arestas do elemento proposto sdo retas, como mostrado em

(92) [8]:
Vi = m;x + bi (92)

y1 Vi

Onde m; = , OU seja, a tangente do angulo formado entre o eixo horizontal de

referéncia e a aresta do elemento, e b; = y; — m;x;, representando o ponto onde a funcéo

interceptaria o eixo vertical de referéncia [8].
Aplicando o Teorema de Green no elemento U,, da matriz U, obtem-se as equacdes de
(93) a (98) [8]:
2

I, = fdy f @_M)dv f—ydxzi—m; —bx|,  (93)

C

Iz—j - % 0(0) 6((3;0/)) Jc_xydxz _m_"g_bzi2|c (94)
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(95)
_Z m?x3  bmx? b2x|
B 6 2 2 'c
n
a(0 d(—x
14— K 2dv = f( (0) _aC ”) f—xzydx
(o}
v (96)
4- bx3
-2k
n
1
a(0) 9(=5xy%) 1
I = v = — dv = | —=xy%d
; j;/xy f 0x dy j; P
v (97)
B z m?x* bmx® b?%x? |
B 8 3 4 '
n
a(0) 9(—:¥% 1
Ig= | y?dV = -—3 dv = f —-=y3d
o=y 4V % ox dy 37
v (98)
B z m3x* bm?x3 b?*mx b3x|
N 12 3 2 3 ¢
n

Para um elemento de n arestas, pode-se representar a equacdo em linha resultante da

aplicacdo do Teorema de Green como em (99) [8]:

n
f Mdx = Z f M, dx (99)
c i=1 ci

Onde M; = F(x,y;(x)) e ci é dominio da equagdo M; em x, ou seja, ci vai de x; a x;

A partir da definicdo de {d} em (79), pode-se isolar {e,s;}, como mostra (100):

{gest} = [(D]_l{d} (100)

Resultando na equacao (101) para expressar a energia interna de deformacéo:

U = 2 () [@] T T10]d) = 5 (d K {d) (101)
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Definidos todos os termos da equacdo da energia potencial mostrada em (20), pode-se
proceder com & minimizacdo da equagdo da energia potencial como mostrado em (25) e
determinar todos os termos ainda ndo conhecidos de {d} para descrever o comportamento do

elemento [8].

2.2.2. Elemento retangular de oito n6s no plano na notagédo Strain
gradient

A definicdo de elementos com mais nos para um mesmo formato serve para o refino e
aproximagdo do erro associado a uma solugdo pela forma fraca, usando equagdes de
aproximagdo de maior grau, proporcionando mais flexibilidade a modelagem de diversos
comportamentos. Dessa forma o uso dos elementos de oito e nove nds na analise de elementos
finitos torna-se importante para saber se a modelagem € segura e se 0s erros associados sdo

toleraveis [8].

Podem-se definir como elementos retangulares de oito e nove nds os apresentados na
figura 12 [8]:
Figura 13- Elemento de oito nds (a) e nove nés (b) na com seus respectivos termos do

triangulo de Pascal [8].

¥? I}'l Xy y? Xyz x° yz
.
y Q) Xy y
l X xz (a) l

Fonte: DOW, 1999.

Para o elemento de oito nés, definem-se as equacdes de (102) e (103) de aproximacao

dos deslocamentos com base no triangulo de Pascal ja apresentado na figura 7 [8]:

Yx 1
u(x' :V) = (urb)o + (gx)Ox + ( 237 - rrb)oy + E(Sx,x)oxz + (gxy)oxy
(102)

1 1 1
*t3 (Vv = Sy,x)oyz t3 (exxy) X%y + 2 (exyy) xy?
0 0



v(x,y) = (Vrp)o + (Ey)oy + (

1 1 1
t3 (Voeyx — Sx,y)oxz t3 (&yx) X%y + 7 (sy,xy)oxyz

Yey

2

Ou na forma matricial da equacao (104) [8]:

v(x,y)

2 —y2 2 2 2
{u(x,y)}— 1oy x 0 Y, Xy Ty 0 xy o Yy XY, V000
2 .2 2 2 2
01 x 0 Yy x/z 0 xy/z x/2 x/z y/z 0 00 xy/z xy/z

1
+ rrb)o X+ (sy,y)oyz + (syx)oxy

(urb) 0
(vrb) 0
(Trb)o

(&x)o
(Ey)o
(ny) 0
(SX.X)O
(Sy.X)o
(reya)yp (209)
(‘SX.y)o
(gy,y)o
(ny.y)o
(‘SX.xy)o
(Sxyy)o
(Sy.xy)o

(yxx),
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(103)

De forma similar a equacéo (79), pode-se obter os deslocamentos nodais substituindo

as coordenadas correspondentes, como mostra (105):

{d} =

[1 0 —n

01 x
1 0 )
0 1 x,
1 0 V3
0 1 x3
1 0 —a
0 1 x4
1 0 Y
0 1 x5
1 0 —Ye
0 1 x¢
1 0 =¥
01 x;

1 0 Vs

»01x3

X1

0

X2

0

X3

0

X4

0

X5

0

X6

0

X7

0

Xg

0

0

Y1
0

V2
0

V3
0

YVa
0

Vs
0

Ve
0

Y7
0

Vs

Ny, *f, Vi, 0 xy o Yif, *iny,
iy 0 TNfy MYy XYy Vi 0 0 0
}’2/2 x22/2 —}’22/2 0 X%y, 0 y§/2 xzzyz/2
xz/z 0 xzyz/z x22/2 —x22/2 yzz/2 0 0 0
}’3/2 X§/2 —Y§/2 0 %y 0 y§/2 x32y3/2
x3/2 0 x3y3/2 x32/2 —x32/2 y32/2 0 0 0
Yi/, xf/z —yf/2 0 Xy 0 yZ/Z XZM/Z
x4/2 0 x4y4/2 ch/2 —xf/2 yf/2 0 0 0
}’5/2 Xf/z —Y§/2 0 xsv5 0 y§/2 x52y5/2
xs/2 0 xsys/z x52/2 —x52/2 y52/2 0 0 0
Yo/, xé/z —yé/2 0 X 0 yé/2 xéye/z
Yoy 0 XeVefy Xefy TFefy Yefy 0 0 0
Y1/, J‘3/2 —y$/2 0 Xy o ﬁ/z X?y7/2
Iy 0 Xy Xify THfy Vi), 0 0 0
}’3/2 X§/2 —}’5/2 0 X¥s 0 y§/2 x§y8/2

xs/2 0 Xs}’s/z x§/2 —x§/2 y§/2 0 0 0

x13’12/2
x13’12/2
352}’22/2
xzy§/2
x5y} /o
x3y§/2
Vi)
x4y42/22
x5y52/2
xsyg/z
xs)’ezy/z
xs)’é/z
x7y§/2
x7y§/2
xsyg/z

xa)’é/z

00

x12y1/2

0 0
x22y2/2

0 0
x32y3/2

00
xfy4/
2

0 0
xsz}’S/Z

0 0
ngé/z

0 0
x§y7/2

0 0

xé}’s/z

{eeses (105)
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Seguindo o mesmo procedimento para os elementos de quatro nés, pode-se determinar
as equacdes que definem a deformagéo especifica no plano na equagdes (106), (107) e (108):

1
&x = (&)o + (xx) X + (exy) ¥ + (Exxy) Xy + E(Sx'yy)oyz (106)

1
& = (Sy)o + (Sy,y)oy + (Sy,x)ox + E(Sy.xx)oxz + (Sy.xy)oxy (107)

Yy = (ny)o + (ny,y)oy + (xyy + Sy.xx)oxy + (ny.x)ox
1 (108)
2 2
+§[(Ex,xy)0x + (Ey,xy)oy ]
Com base na mesma logica utilizada no elemento de quatro nos, os elementos (ex,yy)0
e (Ey'xx)o seriam descartados por ndo se tratarem de deformacbes angulares, porém a soma dos
elementos resulta em uma deformacéo angular (Yx%xl’)o’ ndo se tratando de termos parasiticos, mas sim

partes pertencentes a equagéo, que caso retirados gerariam modulos cinematicos de energia nula[31].

Desta forma, se estabelece a equacdo de compatibilidade (109):

(ny,xy)o = (gx.yy)o + (Sy,xx)o (109)

Ja para as deformacdes (& e (e sdo termos espulrios que devem ser retirados da
XXy /o yxyJg p q

equacao como mostra (110) [31]:
Yy = (ny)o + (ny.y)oy + (xyy + 5y.xx)0xy + (ny.x)ox (110)

Escrevendo de forma matricial as equac6es de (106) a (108), obtém-se a equacdo para

as deformacdes com termos espurios:
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(Urp)o
(rp)o
(rrp)o

(gx)O
(Sy)o
(ny ) 0

(EX.X)O

1
000100x00y00xy—200]
27 (gy.x)o

111
ny 1 (gx’y)o ( )

.
{g}z{sy}=0000100x00y0 0 0 xy =x? (ny,x)o
1
00000100x00y5x2xy_y2xy
2 (SY‘Y)O

(ny.y) 0
(fx,xy) 0
(exyy) 0
(eyy) 0

(y00),

= [T] {gest}

Utilizando a equacdo de compatibilidade (109), pode-se escrever as equacoes (106),

(107) e (110) na forma matricial apresentada em (112):

(Urp)o
(vrb ) 0
(rrp)o

(exdo
(gy)o
(ny)o
1 (Sx.x)o
ey (0001 0000y 00 2y 0 off(e),
{S}Z{)Zyy}zo 000100 =x 003y 0 0 0 xy %xz (v
00000100 x 00y O0xy 0 xy (e2y),

(‘gy,y)o

(ny.y)o
(sx,xy)o
(‘gx,yy)o
(gy,xy)o

(gy,xx ) 0

(112)

= [Tl{eese}

Seguindo 0 mesmo procedimento do elemento de quatro nds, € realizada a transposicao
e multiplicacdo da matriz [T] pela matriz de elasticidade do material, como na equacéo (87), de

forma que a integracdo resulta no elemento U,, da matriz U, com termos esp(rios, como mostra

a equacdo (113):



Uzz
L Lv 0 L, Lv 0 I3 Iy 0
Lv I, 0 Lv I, 0 Lv I3 0
0 0 ha 0 0 La 0 0 La
L Ly 0 I, Ibv 0 Is Itv 0
Lv I, 0 ILtv I, 0 Itv Iy 0
0 0 ha 0 0 La 0 0 Ia
=1 Iz Ly 0 Iy Izv 0 Ig Igv 0
Lv I3 0 v Is 0 Igv Iy 0
0 0 Isga 0 0 Isa 0 0 La
Is v 1470! Ig Igv 1770( Iy Igv 1870[
Isv I 1670! Igv Ig 1970( Igv I 1%
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Ig Iy
I 6 I i
5 5V 2
16V 14
Isv —_ I —
5 2 5 2
L, Iea
47 Isa 67 156{
1. ;v
e e Y
IgV 17
fa¥ z fa 2
I,a Iya
77 Iga 97 Iga
I Lip v | (113)
° 7 lov 2
1101/ 18
Iyv _ I —
? 2 ° 2
Iga Loa
87 lya % lya
I I,a 1 Iz I,a v
sy 0l i b
I, I I Ly Lisa 1i3v
B e, B B,
Iiza Li,v I Iisa li; Ia
+ I3V — 4 —— —=— 4] —_—
4 7B T 2 4 ths 55
lpa  I;v L3y Ii; | Laa I
2 T2 Ty e gt el

Para a retirada dos termos espdrios, é realizado o procedimento com as equacdes de

deformacdo corrigidas, gerando o elemento U,, da matriz U como mostra a equagéo (114):

11 111/ 0 12 121/ 0 13 I3V 0
Lv I, 0 Lv I, 0 Lv I3 0
0 0 ha 0 0 La 0 0 La
12 Izv 0 14 141/ 0 15 15V 0
Lv I, 0 Lwv I, 0 Itv Is 0
0 0 La 0 0 La 0 0 La
— 13 131/ 0 15 ISV 0 16 I6V 0
Uzz =
Ly I3 0 Igv Is 0 Iyv Ig O
0 0 La 0 0 Ika 0 O Ia
15 151/ 0 18 I8V 0 19 IgV 0
lg Igv Iy Iy lio IV
5 e 2 22 Lo 07
2 15(1 2 2 180,’ 2 2 Y24
151/ 15 0 ISV 18 0 IgV 19 0
I4_V 14_ I7V 17 ISV 18
A z z M
7 2 b 5 7 e 5 o

Isv

Ig

Igv

I
2
Igv

2
Isa
Iy
2
Igv

2
Iga

Lo

Iis

—+1

4 + 13
114V

2
113V

—+1
4+130(

I4V
1 —_
sV 2
Iy
1 —
> 2
0 150.’
I7V
I -
gV 2
I;
I -
8 2
0 18(1
I 181/
oV 2 |(114)
Ig
1 —
9 2
0 Iga
1121/
hia¥ 2
Ly Lizv
2 T4 T
112
hs 2
112 111
2 3 e

As trés primeiras linhas e trés primeiras colunas da matriz U foram suprimidas por

apresentarem apenas termos nulos, conforme o procedimento descrito na equacéo (88), sendo

apresentado apenas U,, em (113), com termos espurios, e (114), sem termos espurios.
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2.2.3. Elemento retangular de nove nés no plano na notagédo Strain
gradient.

Para o elemento de nove nds, definem-se as equagbes de (115) e (116) de aproximagéo

dos deslocamentos, seguindo o mesmo procedimento descrito para os elementos de quatro e

oito nos [8]:

Y. 1 1
w(x,y) = (Urp)o + (ex)ox + (% - rrb)o y+ E(Sx,x)oxz + (gx,y)oxy + E(ny,y - Sy,x)oyz

1 1 1 (115)
+ 2 (SX.xy) x%y + 2 (Sx.yy) xy? + 2 (Sx,xw) x?y?
0 0 0

Y. 1 1
v(x,y) = (rp)o + (Sy)oy + ( )ch + r‘rb)o x+ 2 (gy,y)oyz + (gy,x)oxy + 2 (yxy,x - gx,y) x?
(116)

1 1 1
*t3 (gyax) X%y + 7 (gy,xy)oxyz *t7 CIREs
Ou na forma matricial da equagéo (117) [8]:

{u(x, y)}
v(x,y)

(urb ) 0
(Vrb ) 0
(Trb )0

(&x)o
(gy)o
(ny)o
(gx,X)O
(Sy.X)O
(o) | (117)

2 2 2 2 2 2,2 (Sx'y)o
01 x0 ¥ ¥po0 xy/2 x/Z —x/2 y/Z 000 xy/z xy/z 0 xy/4 (Sy,y)o
(ny.y)o
(Sx,xy)o
(Sx.yy)o
(sy,xy)o
(gy,xX)O
(gx,xyy)o

(G 0

2 —y2? 2 2 2 24,2
10 -y x 0%, ¥ V)0 g VoS, XV, XV, 0 0 XY, 0

De forma similar ao ja realizado com o elemento de oito noés, sdo determinados 0s

deslocamentos em funcéo dos coeficientes das equagdes de aproximacédo na forma matricial em

(118):
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[1 0 -» w0 MY, "12/2 ‘3’12/2 0 xv o0 yf/z xlzyl/z xlyf/z 0 o xfy%/4 o |
01 x 0 y M/ 0 MY x%/z —xf/2 yf/2 0 0 0 xlyf/z xfyl/z 0 xlzyf/4
10 -~ x o0 Y2, "22/2 ‘3’22/2 0 %y, 0 Y%/Z X%yz/z szzz/z 0 o xZZYZZ/4 0
001 % 0y %y 0 W)y ¥y wxp Vg0 0 Wi, vy oo xiVi
10 -y x5 0 Y3, "32/2 ‘3’32/2 0 X5 0 y32/2 x32y3/2 x3y32/2 0 o x32y32/4 0
01 x5 0 y, %/, 0 %3/, x32/2 —xsz/z y32/2 00 0 x3y§/2 x32y3/2 0 x32y32/4
10— x 0 %, xf/z —Yf/z 0 X 0 yZ/Z x2y4/2 xmf/z 0 0 ny3/4 0
01 % 0 y %/ 0 i/, XE/Z —X£/2 yf/2 00 0 xmf/z x}y4/2 0 xgyg/4
10 ~¥s % 0 5, "5/2 —Y§/2 0 xys 0 yé/z X§ys/2 xsyé/z 0 o x§y§/4 0

001 x5 0y 5/, 0 WYy Wy oMy ¥ 0 0 ¥ xiys), o XY,

[¢] = (118)

2
10 ¥ % 0 Ysfy %o/ VAl 0 xy o v, xvel, Ve[ 0 o XV, o
01 x4 0 x6/2 0 x6y6/2 xé/z _x62/2 }’62/2 0 0 0 x63’é/2 xéyﬁ/z 0 x§y§/4
_ y x2 —y2 2 2 2 2.2
1.0 —¥7 % 0 77/, 7/2 }77/2 0 x% 0 )’7/2 x7y7/2 x7y7/2 0 o x7y7/4 0
2
01 x, 0 x7/2 0 x7y7/2 x72/2 —x72/2 }’72/2 0 0 0 x7y7/2 x§y7/2 0 x%y§/4
_ Y x2 —y2 2 2 2 2.2
10 —Ys X3 0 7%/, 8/2 y8/2 0 Xxg¥s 0 )’8/2 xs}’fs/z xs}’fs/z 0 o xs)’s/4 0
01 % 0y %o/, 0 Mo/, Xy =xdy YE g 0 0 WS, xivey o XV,

2
10 =¥ % 0 Y/ % VL0 xy, g Y, Wyef, XYL o0 o W

[0 1 % 0y, Moy 0 By Hop =¥y ¥ g 0 0 ¥/, Wy o %V |
Seguindo 0o mesmo procedimento para 0s elementos de quatro e oito nos, pode-se

determinar as equacdes que definem as deformac6es em (119), (120) e (121):

1 1
ex = (8o + (Exx) g% + (Ey) ¥ + (Exxy) ¥ + o (gx‘yy)oyz +5 (ex‘xyy)oxyZ (119)
1 2 1 2
& = (gy)o + (sy.y)oy + (Sy.X)Ox + E(gy.xx)ox + (gy.xy)oxy + E(Sy.xxy)ox y (120)

1
Yoy = (ny)o + (ny.y)oy + (Exyy + gy.xx)oxy + (ny,x)ox *t3 [(ex.xy)oxz + (gy,xy)oyzl
(121)

1 1
t3 (eyny) 2% + 3 (SX.xyy)oxzy

Aplicando a equacgdo de compatibilidade em (109), a equacdo para as deformacdes
angulares do elemento de nove ndés é igual ao de elemento de oito nés sem termos espurios,

mostrada em (110).

Escrevendo de forma matricial as equagdes de (119) a (121), obtém-se a equagdo para

as deformacdes com termos espurios:



Sx
{e} = { &y }
Vxy

1
[OOOlOOxOOyOOxyEyZoo_xyzo
1
=|0000100x00y00OxyExZOnyZ
| 1 1 1 1
0 0 0 0 =x? —y2 Zyx?2 =
[0 00001 x y 3%y 50 ay gyxt sxy

= [T] {sest}

Utilizando a equacdo de compatibilidade (109), pode-se escrever as

(120) e (110) na forma matricial apresentada em (123):

Sx
{e} = { &y

Vxy

1 1
OOOlOOxOOyOOxyEyZOOExyZO

= 1 1
}0000100x00y0 0 0 xy Zx? 0 Zyx?

00000100 x O0O0y O0xy 0 xy 020

= [T1{ecse}
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(urb)o
(vrb)o
(rrb)o

(ex)o

(Sy)o
(ray) 0
(ELX)O
(Syx)o
(kax)o
(Smy)o
(evy) 0
) 0
(Smxy)o
(fmyy)o
(eyy) 0
(SyJX)O
(Smxyy)o

(CH) 0

(122)

equacdes (119),

(urp)o
Wrp)o
(rrp)o

(ex)o
(Sy)o
(Y%y)o
(SMX)O
(Syx)o
(nyx)o
(gmy)o
() 0
) 0
(Smxy)o
(exyy) 0
(C) 0
(EMXX)O
(exayy) 0

(eyxy) 0

(123)
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Seguindo o mesmo procedimento do elemento de quatro e oito nds, é realizada a
transposicdo e multiplicacdo da matriz [T] pela matriz de elasticidade do material, como na
equacdo (87), de forma que a integracéo resulta no elemento U,, da matriz U, com termos

espurios, como mostra a equacao (124):

I
L v 0 I, Ly 0 I, Lv 0 I 2 I 147” %9 lsv
I
v I, 0 Lv I, 0 Ly I, 0 Iv < Is %4 ’97” %8
La I Iga lya
0 0 La 0 0 La 0 0 I 2= oz 8 o
! 2 3* 2 lsa 2 lsa 2 2
I Lv I I,v
L Lv 0 I, Iy 0 Iy Isv 0 Iy 2 Iyv hrdd a3 2V
2 2 2 2
I
Lv I, 0 Lv I 0 Lv I 0 Igv 97‘/ I 157 Iizv 1172
L,a Iya
0 0 La 0 0 La 0 0 Ia = lya - lya ’%“ ’%“
I Igv I I,v
Iy Iy 0 Iy Isv 0 Ig Igv 0 I = Iyv il a4 2V
2 2 2 2
LoV I, I,V I
Lv I; 0 I,v I, 0 ILv I, 0 Iyv % Iy 58 % % (124)
Iz I
0 0 La 0 0 La 0 0 I« = Ly %“ I 11%“ 11%“
1 I La I,a I,a I I;a
I, v “7“ Iy Igv 77“ Iy L - =+ St St by _11;“ Iszv _11;“ 117" _Ilza IlTsv
I 1 Iy Iyv I 1 L,a I I L,y I«
I I Loa ILsa I Iaa I
Lv I Lv I Igv I, Ii,a Ii;v I3v I, lL,a Lga Lgv 1; Iea
Yh e G e B G e B B B B T e
L Iy la hs hav hea Ly hev hs® ly@ Lo he lo Lo hLov hLea heV bLs@ le lst  bsv
2 2 2 2 2 "2 2 2 2 4 "2 272 "4 "2 2 4 4 4 4 4
v Is e hov Lo hsa hev Ly het he@ heV Lot hov hot = Ly Lot Dsa hsv het L
L2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 4 4 B LT T4 T4 T4 T4

Para a retirada dos termos espurios, é realizado o procedimento com as equagdes de

deformacéo corrigidas, gerando o elemento U,, da matriz U como mostra a equaco (125):
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(125)

I ILv I Igv
L Lv 0 I, Ly 0 I, Lv 0 I 56 Iy 47 59 87
I
v L 0 Lv b 0 Lv I 0 Iy 62" I %4 197” %8
0 0 Lha 0 0 La 0 0 La 0 Isa 0 Isa 0 0
I
L Ly 0 I, Iy 0 Iy Iv 0 I 5 Iev ’77" 1173 I%V
I
Lv I, 0 Lv I, 0 Iv Iy 0 Iy 971’ Iy 157 I%V 1172
0 0 ha 0 0 La 0 0 La 0 Iga 0 Igax 0 0
I
L Ly 0 I, Iy 0 I, Iy 0 Iy o Iy ’87" ’174 ’%"
I
Lv I, 0 Iy I 0 Iv Iy 0 Iv %V I %‘3 11%” 1173
0 0 La 0 0 Isa¢ 0 0 Ia 0 Ly 0 La 0 0
I
Is Isv 0 I Iyy 0 Iy Ly 0 I3 = Isv 1172" 1179 Il%v
Ig Igv Iy Iyv I LoV L Li,v L,y I Lgv
36 67 s 39 97 Iga % % lya % L % %"‘1130‘ % %
I14v I Lgv I
v Is 0 Igv Iy 0 Iy I, 0 Lzv - L % % %
Lv I, Lv I, Igv I Liv Ijzv I Iy gV Ii7
“V L A 2 2 La A LA 2z e X
> 32 La — 5 Iga > 5 b 2 7 Tlsa 2 4+1130f 4 4
b by o hs hevo o ha havo he Lo hsv Lgv I Lsv
2 2 2 2 2 2 2 4 2 4 4 1
vl o by he o hov b g hv o hev b by by
L2 2 2 2 2 2 2 4 2 4 4 4

As trés primeiras linhas e trés primeiras colunas da matriz U foram suprimidas por

apresentarem apenas termos nulos, conforme o procedimento descrito na equacgédo (88), sendo

apresentado apenas U,, em (124), com termos esplrios, e (125), sem termos espurios.

Uma vez obtida a matriz U, e ja tendo sida definida a matriz [¢], é possivel ser

determinada a matriz de rigidez [K], conforme a equacdo (101).

A integracdo da matriz U é realizada diretamente através do teorema de Green, ja

mostrado no desenvolvimento das integrais das equacdes do elemento de quatro nds em (93)

até (98), e as integrais seguintes, conforme o aumento dos graus da equacao segundo o triangulo

de Pascal mostrado na figura 7, sdo mostradas de (126) a (147):

a(0) a(—x3y) J’ mx>  bx*
I o= | 43 =§ 2 A = | —Bydae = ) P2
7 fvx dv V( o 3y dv j x3ydx c ) .

n

I_f 25 4y = a(0) 6(—%) dV—f xzyzd _Z m?x5  bmx* b2x3|
8= )Y A ay B A 10 4 6 ¢

n
Iy = fxyz av =
v

xy?
) 9= 3 xy3
<6x B dy dV—J;_de
\4

_Z m3x5  bm?x* b*mx® b3x?
B 15
n

4 3 6|C

(126)

(127)

(128)
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st
00 9D dV=f—dex

I =f 3qv = Q| —=—
10 vy f/ ox ay

3x*  b?m%x® b3mx? b*x

_Z m*x5  bm3x
B 20 4 2 2 4 ¢
n
a(0) 6(—x4y)> mx®  bx5
= [ = A2 gy [ty y
11 . jé ax dy . y 4 5 lc
x3y2
! _J‘ 5 qy = a(0) =) dV—f x3y2d _Z m?x®  bmx® b2x4|
2= ) XY= Tax dy A 12 5 g '
\'4 n
2(0 6(——) 2y3
Is = | x3y2dv = ( )_ av=| -2
3
[
_Z m3x® bm?x5 b*mx* b3«x |
a 18 5 4 9 ¢
n

a(—2"
) == dV:f—&d

— 3 - -
I14 J;,xy av f/(ax 3y

B Z m*x®  bm3x5 3b%m?x* b3mx® b*x?
B 24 5 8 3 8
n

le

b*mx? b5x

0x dy

B m5x®  bm*x®> b*m3x* 2b3m?x3 |
h 30 5 2 3 2 5 °¢
n
2(0) a9(—x5 mx’  bx®
116=fx5dv=jg< © M)dv=[—x5ydx= - — e
\% c 7 6
\'4 n

45,2
2(0) a(—x—zy) x*y? m?x”7  bmx® b%x>
117=Jx4de= — - dV=f— —Z— - - le
v § ox dy . 2 o 14 6 10

00y (=22 3y3
Xy 2y
Lg = | x3y2dV = —~—_— 37 =f—

18 ny dv f((’)x 3y dav j 3 dx

7 bmx b?mx5 b3x*

Z m3x |
5 12 ¢
n
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(129)

(130)

(131)

(13

2)

(133)

(136)

(137)

(134)

(135)



(0 (——) 2yt
Ilg—fx2y3d <() dV=£—x4y dx

(138)
Z mx7 bmx 3b2m?x5  b3mx* b4x3|
10 4 12 '
n
a(0 (——)
I = xy4d < ©_ dv:f—%dx
‘ (139)
_Z m3x”7  bm*x® 5b?m3x> b3m?x* b*mx3 b5x2|
B 2 2 3 10 ¢
n
6 0 6(——)
\% ay
z méx?  bmSx® b2m4x5 5b3m3x*  Sbhb*m?x3  bSmx?
h 2 6 6 2
box
—%
9(0) a(=x%) xy) J‘ Z mx®  bx7
= 6 = — 6 = — R
ha= | x6av f( gy )4V = [y -2 (141)
v n
XSyZ
I _f Sy dV = ) I(=—") dV—f syzd _Z m2x8  bmx’ b2x6| 142)
8= ) YT o ay =) x= 16 12 '
v n
xty3
a0 0(==—) xty3
I, = 4.2 — _ 3 zf_
24 Lx y A% f( ax ay dV . 3
v (143)
_Z m3x®  bm?x”  b*mx® b3x5|
B 24 7 6 15 ¢
n
x3y4
a(0) 9(—-=—) x3y*
= 3.3 = N7 47 = —
v (144)
_Z m*x®  bm3x7 b*m?x® b3mxS b4x4|
B 32 7 4 5 16 ¢
n
(-1 25
2(0) - x°y
1=fx24dv= < d—j— d
26 y f( ax ay .
v (145)
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(140)
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3(0) 6(—%) 3 xy®
(W— ay dV—fC—TdX

_Z méx8®  bmSx7 12b*m*x® 3b3m3x5 8b*m3x* bSmxd (146)

48 7 5 2 5 73

n
béx?
12 ¢

128=J‘y6dV=§
\%

\

a(0) 6(—y—7) A
<W‘ ay7>d"—f;7dx

=Z_m7x3_bm6x7_b2m5x6 b3S 5b*m3x* S y3 (147)
56
n

7 2 4

b®mx? b7x|
2 7 '€

Aplicando as coordenadas nodais nos resultados das integragdes, de forma a percorrer
0 circuito, ponto a ponto, do contorno do elemento, é possivel realizar a integracdo de forma
direta, possibilitando a programacio das integrais ja resolvidas para a obtencdo da matriz U,

como etapa para a matriz de rigidez [K].

Observa-se que o no central do elemento de nove nés ndo participa do circuito que
define a area de integracdo do elemento, ndo sendo aplicado nas integrais, nem nos coeficientes

m e b, das equaces lineares que correlacionam as variaveis y e x.

E de fundamental importancia o entendimento de todos os conceitos apresentados neste
capitulo, pois estdo explanadas as principais caracteristicas das formulagdes estudadas, e

comparadas por meio da metodologia de pesquisa aplicada.

Com todos o0s conceitos necessarios para compreensdo explicados, o referencial tedrico
possibilita o entendimento da metodologia a ser apresentada, assim como as futuras discusses
realizadas com os dados obtidos no trabalho, que serdo interligados aos fundamentos de cada

formulacéo.



69

3. METODOLOGIA

Neste capitulo sdo explanados 0s meios propostos para obtencdo dos objetivos do
trabalho, caracterizando a pesquisa, enumerando recursos e expondo o0s procedimentos de
ensaios necessarios para que os dados sejam alcancados e analisados com clareza.

Para o alcance dos objetivos deste trabalho, séo realizadas simulacGes de diferentes
elementos planos na notacédo strain gradient e na formulacdo isoparamétrica, para mostrar as
equivaléncias e diferencas entre as duas formulacbes para elementos retangulares com

elementos de quatro, oito e nove nos.

As mesmas simulacGes sdo repetidas com elementos isoparamétricos resolvidos com
integracdo completa por pontos de Gauss, a integracdo reduzida uniforme e a integracao
reduzida seletiva, que ja sdo comercialmente difundidos e ja é conhecidos os desempenhos, mas
0 intuito da realizacdo sera a comparagao com os resultados mostrados pelos elementos na

notacdo strain gradient.

A pesquisa apresenta uma abordagem tedrica e experimental, da notacdo strain gradient
e formulacdo isoparamétrica, objetivando a comparacdo dos elementos finitos através de

simulagdes computacionais.

Para a utilizacdo do Método dos Elementos Finitos é utilizada a linguagem FORTRAN
para programacao, na plataforma de programacdo livre CodeBlocks, a partir do cddigo do

programa PC-FEM

Os resultados séo apresentados no formato de graficos, realizando a comparacdo do
desempenho dos elementos em um problema onde sdo conhecidas as resolucdes analiticas

exatas, para identificar o erro aproximado de cada elemento nas diferentes notagdes.

Para problemas em que ndo sdo conhecidas as solucdes exatas, € realizada a analise de

convergéncia das solucdes obtidas.

Na programacéo ¢ realizada a medicéo das diferencas de tempos para a resolucéo de
cada um dos testes, de forma a estimar o custo computacional para a solugéo e seus refinos de

malha para cada uma das notages, e variagdes quanto a corregéo de erros

As deformac0es obtidas, e as deformagdes exatas do problema, sdo plotados em gréaficos
com a finalidade de comparar visualmente a convergéncia para a resposta certa em cada refino

do problema
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E possivel entender qual método esta obtendo uma resposta mais proxima comparando

a distancia entre as curvas de deformacdo do método e a curva real.

Também sdo plotados em graficos o erro associado a cada um dos métodos em

comparagdo com a resposta exata ja conhecida.

As tensOes associadas aos problemas simulados sdo analisadas para se conhecer 0s
ganhos entre a utilizagdo de um ou outro elemento finito em sua utilizagdo como um todo, pois
a notacdo que obter a convergéncia mais proxima do deslocamento pode nao ter o0 mesmo

desempenho para tensdes.

3.1.PC-FEM
O PC-FEM é um programa em linguagem FORTRAN ja preparado para o calculo de
elementos isoparamétricos retangulares de quatro e nove nos, com integracdo completa da

matriz de rigidez.

O programa possui limitagdes relacionadas a quantidade de elementos finitos, no
méaximo 200, e nimero de nds, no maximo 500, limitando também a modelagens dos testes

feitos, cujas malhas ndo podem ultrapassar estes valores.

A estrutura do programa é modular, como mostra a figura 13, permitindo o acréscimo

de partes e novas func¢des, desde que seguindo as mesmas declaracdes de variaveis.
Figura 14— Estrutura do programa PC-FEM

J_1PRE_PRO.FOR INPUT FILE |

| DRIVER.FOR [L

.| PRO.FOR |

ALLOCT.INC [~

L]POST_PRO.FO OUTPUT FILE |

Fonte: Manual PC-FEM.

Em DRIVERFOR sdo chamadas as sub-rotinas que compdem o PRE_PROFOR,
PROFOR, e POST_PROFOR, e em ALLOCTINC séo declaradas as dimensdes, tipos de
caracteres e alocada a memoria para que seja possivel usar os dados gerados em uma sub-rotina

nas proximas da sequéncia de processamento.

Em PRE_PROFOR 4 realizada a leitura dos dados e geragdo dos pontos declarados

dentro de um incremento no arquivo de entrada de dados, o INPUT FILE apresentado na figura
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13 J& nesta etapa inicia-se a escrita do OUTPUT FILE, a saida de dados, com a repeti¢do dos

dados de entrada para conferir se os dados foram lidos de forma adequada.

Existe uma tabulacdo a ser seguida na entrada de dados, que caso seja inadequada, pode
ser lida de forma diferente do esperado, e com a repeticdo dos dados de entrada pelo programa,

pode-se conferir se houve algum erro nesta etapa.

Também é atribuido o valor zero a todos os termos dos vetores e matrizes componentes
do processo, de forma a ndo serem atribuidos valores aleatorios em alguns casos, como esta

representado na figura 14:
Figura 15— Estrutura do PRE_PROFOR

PRE_PRO.FOR
—IMITAL DZERD
[ZERD

—INPLUTP INPUT COORD
ELTOF
MATOL
FIXITY
FORCE
PRDISP

— FROFIL—PROFLE —ELEGRP—FELELIR

= STORAQ

Fonte: Manual PC-FEM.

Em INITIAL ¢é feita a atribuicdo do valor zero a todas as variaveis reais e inteiras
alocadas em ALLOCTINC, em INPUTP ¢ realizada a leitura de todos os dados inseridos sobre

0 problema.

Nas sub-rotinas seguintes, PROFIL, PROFLE, ELEGRP e ELELIB é feita a conferéncia
dos dados inseridos, de forma a retornar eventuais erros na entrada de dados e é atribuido

variaveis referentes ao tipo de elemento escolhido na simulagéo.

Na sub-rotina STORAG é verificado se a memdria requerida para solucionar a entrada
de dados ndo excede os limites catalogados no programa e tambem faz a alocagdo de memoria

dos dados lidos para serem acessados pelas proximas sub-rotinas.

A geracdo das matrizes de rigidez e o solver fazem parte do PROFOR, como mostra a
figura 15, onde s&o utilizadas as informacdes lidas em PRE_PROFOR para realizar os calculos
da matriz de rigidez de cada elemento inserido para que o solver, que utiliza 0 método de

reducdo de Crout, possa determinar os deslocamentos do problema.
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Figura 16— Estrutura do PROFOR

PRO.FOR
—STIFBK—7~STIF0l——GAUSO1
—SHAPO1
—SHAP02
—EQLOAD
— ADDSTF

—STIF06——GAUSO6
—~SHAPO6
—~EQLOAD
— ADDSTF

—LOADBR—LQADO1
—SOLVSR — SOLVER

Fonte: Manual PC-FEM.

Em PROFOR sdo feitas as modificacbes mais importantes para que o0 programa
PC_FEM possa solucionar problemas utilizando a notagéo strain gradient e a formulagao
isoparamétrica com integracdo reduzida e integragdo reduzida seletiva, assim como o elemento

de oito nos, que ndo faz parte da programacao original.

Foram criadas as sub-rotinas para os elementos na notacéo strain gradient STIF02, para
o elemento de quatros nds, STIFO5, para oito nds, e SITFO7 para nove nds, retornando as
matrizes de rigidez para serem computados os deslocamentos prescritos nas cargas do sistema
linear de equacdes, através da sub-rotina EQLOAD, e através da sub-rotina ADDSTF, acrescida

a matriz individual do elemento a matriz da malha inserida no programa.

Para o elemento de oito n6s na formulacdo isoparamétrica, foi criada a sub-rotina
SHAPO3, responsavel por computar as funcbes de forma e as derivadas, mas o restante
permanece igual para o calculo do elemento de quatro nds, onde é usada a sub-rotina SHAPOL1,

e para o elemento de nove nos, onde usa-se a SHAPOQ2.

Para realizar a integracéo reduzida, e a integracao reduzida seletiva, como apresentado
no referencial tedrico, foi criada a repeticdo do processo de célculo e formacdo da matriz de
rigidez dentro da sub-rotina STIFO1, de forma a ser calculada duas matrizes de rigidez, cada
uma com uma quadratura de Gauss diferente, e sua matriz de elasticidade condizente, para que

ao final elas sejam somadas, e matriz final tenha 0 mesmo destino do calculo das outras.
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Em POST_POSFOR, ¢ realizado os p6s processamentos, onde sdo conhecidos 0s
deslocamentos determinados no solver, e sdo realizados os procedimentos para que sejam

encontradas as saidas de dados, como mostra a figura 17.
Figura 17— Estrutura do PROFOR

POST_PRO.FOR
~DSPLT=——=DISPL 1—DZERO

—RESPON -T—~RESP01 MODUL—DZERO
GAUSO01
SHAPO1
SHAP02

RESPO MODUL—DZERO
GAUS06
SHAP06

—QUTPUT=—OQUTP01-— DZERO

GAUSO1
GAUS06
SHAPO1
SHAPO02
SHAPO6
MODUL

Fonte: Autor.

Em RESPON séo calculadas as deformacdes e tensdes nos pontos, que originalmente
seriam usados posteriormente em OUTPUT para o calculo das forgcas nos pontos e escritos na

saida de dados.

O programa foi modificado para continuar calculando as tensdes e deformac6es, com a
sub-rotina RESP01 para os elementos isoparamétricos, com e sem integracdo reduzida, e para
os elementos em notacdo strain gradient, RESP02 para o elemento de quatro nds, RESPO5 para

oito n6s e RESPO7 para o elemento de nove nés.

Mas agora as tensbes e deformacgdes ndo sdo mais necessarias para o calculo em
OUTPUT, pois foi criada a alocacdo de memoria para todas as matrizes de rigidez,
determinadas em STIFBK, e sdo novamente utilizadas para determinacdo as forcas nos nds

diretamente com a multiplicacdo da matriz de rigidez e os deslocamentos.

3.2.Viga em Balanc¢o (Cantilever Beam)
Para determinar o nivel de eficiéncia da notagdo strain gradient, um dos problemas
estudados é a Viga em Balanco, mostrada na figura 17, com determinacdo do deslocamento
exato em qualquer ponto “x”, e das tensdes normais e cisalhamento, ao longo da viga por

Timoshenko e Goodier (1951), conforme as equacdes (148) a (151):
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Figura 18- Viga em Balanco utilizada.

=

1y

Fonte: Autor.

Px3 Pl’x P13 P(h/2)?

TR T TR T (48)
o= (149)
oy =0 (150)
w22 )

Para o estudo deste problema, é realizada a modelagem da malha com varias proporc¢des
entre os lados dos elementos, e o posterior refino da malha, mantendo estd propor¢éo, para
avaliar a influéncia do locking numérico e a convergéncia esperada com o refino de malha como

mostra a figura 19:
Figura 19- Viga em Balanco modelada para razdo de aspecto b/a = 1 e seus refinos

uniformes, e a modelagem para razdo de aspecto b/a = 0,1 e seus refinos uniformes.

Fonte: Autor

3.3.Viga curta
Para avaliar o comportamento das notagfes sob a oOtica de problemas envolvendo

cisalhamento acentuado, faz-se a modelagem do problema de uma viga curta, com mesmo

comprimento e altura como mostra a figura 20:
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Figura 20— Viga em Balanco utilizada.

x -

b p
’

LY
Fonte: Autor.

A viga curta é modelada com elementos finitos de quatro e nove nos, avaliando a

influéncia da razdo de aspecto nos resultados.

Para a simulacdo da viga curta, é fixado um coeficiente de Poissonv = 0,3, umvéo L =

2uc, altura h = 2uc, e espessura t = 0,3uc, e modulo de elasticidade E = 1000000uf/uc?.

Para fins de resumo do trabalho, ndo foram realizadas as variacfes de coeficiente de
Poisson, pois o comportamento da convergéncia € 0 mesmo mostrado da Viga em Balanco,
assim como as comparacdes para 0s elementos de oito noés, que apresentam similaridades de

resultado com o elemento de nove nos.

A primeira simulacdo € realizada com elementos de propor¢do b/a = 1, resultando em
um elemento, e cada refino de malha dividiu cada elemento em outros quatro, resultando em
malhas com quatro e 16 elementos finitos. Apds trés refinos, a razdo de aspecto é variada,
aumentando a altura do elemento em relacdo a base, tornando as proximas relacdes estudadas
b/a = 2, com refinos para oito e 32 elementos, b/a = 5, com refino de 20 e 80 elementos, e
b/a = 10, com refinos de 40 e 160 elementos. Os trés refinos para cada propor¢do estudada

com elementos finitos séo feitos para elementos de quatro e nove nés, como mostra a figura 21.:

Figura 21— Viga Curta modelada para diferentes razdes de aspectos e seus refinos uniformes

para os elementos finitos de quatros nés.

l s

I liEs

HI H

Fonte: Autor.
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Para serem analisadas as tensoes, tanto da viga em balanco como da viga curta, seréo
obtidos os valores referentes ao primeiro ponto de Gauss do primeiro elemento de cada malha,

mais proximo do canto inferior junto ao engaste do balanco das vigas, conforme figura 22:

Figura 22— Ponto de analise das tens@es para a viga em balanco e a viga curta.
a)@ b)

Fonte: Autor

3.4.Furo quadrado.
O problema de chapa com furo quadrado avalia a concentracdo de tensdes obtidas no
veértice do furo e a convergéncia da resposta de cada modelagem, como mostra a figura 23:

Figura 23— Modelagem do furo quadrado.

| T T S T 0 B S B S

T Subdivisdo 1

>
A
|

[ . i ) ] Subdivisdo 2

Fonte: Autor.

A modelagem ¢é realizada com um material com E=1000000uf/uc?, Poisson=0,3, e
espessura de uma unidade de comprimento, sendo aplicada uma carga de 100uf/uc na aresta
superior, como mostra a figura 20, e o0 menor elemento quadrado com uma unidade de

comprimento de lado, o segundo com duas e 0 maior com trés.

O refino das malhas é uniforme, tornando cada elemento finito em outros quatro, feito

até o limite estabelecido para malhas no PC-FEM.

Para obter um minimo de trés malhas, uma malha simulada com o elemento menor com

duas unidades de comprimento e 0 maior com quatro também foi simulada, porém sua
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geometria concentra menos elementos envolta da aresta do furo. Isso foi necessario pois o refino
utilizando mais elementos, resultado da segunda subdivisdo descrita na figura 22, gera uma

quantidade de elementos e nds que ultrapassa a capacidade do PC-FEM.

3.5.Modo de analise dos resultados
A partir das simulacGes, e comparacdo dos resultados, é possivel analisar e concluir
sobre o desempenho dos elementos em forma gréafica, constatando se ha ou ndo reducao do erro
com o refino de malha, e como as propriedades dos materiais e dos problemas simulados

interferem no desempenho de cada elemento.

Para a identificacdo dos elementos nos graficos, foi adotada a nomenclatura que
identifica o tipo, quantidade de nos, tipo de integracdo para os elementos isoparamétricos, ou
se com elementos espurios, sem elementos esparios, ou com a introducdo intencional de modos

cinematicos de energia nula na notagdo strain gradient.

A introducdo intencional de modos cinematicos de energia nula esta sendo proposta para
a comparacdo de resultados dos elementos de oito e nove nds na notacao strain gradient, pois

0 comportamento da formulacao isoparamétrica ja é conhecido.

A notacdo utilizada para os elementos de quatro nés segue o quadro 1:

Quadro 1 —legenda para andlise dos gréaficos dos elementos de quatro nés.

ISOP4 Elemento isoparamétrico de quatro nds com integracdo completa

ISOP4RI Elemento isoparamétrico de quatro nds com integracao reduzida uniforme

ISOP4SRI | Elemento isoparamétrico de quatro n6s com integracdo reduzida seletiva

ISOP4SRIP | Elemento isoparamétrico de quatro nds com integracdo reduzida seletiva

ponderada
SG4 Elemento Strain gradient de quatro nés com termos espurios
SG4C Elemento Strain gradient de quatro nés sem termos espurios

Fonte: Autor.

A notacdo utilizada para os elementos de oito nos segue o que se observa no quadro 2:

Quadro 2 - legenda para andlise dos gréaficos dos elementos de oito nos.
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ISOP8 Elemento isoparamétrico de oito nds com integracdo completa

ISOP8RI Elemento isoparamétrico de oito nds com integracao reduzida uniforme

ISOP8SRI1 | Elemento isoparamétrico de oito ndés com integracdo reduzida seletiva com
um grau a menos que a integracdo completa para equacdo de deformacao
angular

ISOP8SRI2 | Elemento isoparamétrico de oito nds com integracéo reduzida seletiva com
dois graus a menos que a integracdo completa para equacdo de deformacéo
angular (insercdo de modos cinematicos de energia nula)

ISOP8SRIP1 | Elemento isoparamétrico de oito ndés com integracdo reduzida seletiva
ponderada com um grau a menos que a integracdo completa para equacao de
deformacdo angular

ISOP8SRIP2 | Elemento isoparamétrico de oito nés com integracdo reduzida seletiva
ponderada com dois graus a menos que a integracdo completa para equacao
de deformacdo angular (inser¢do de modos cinematicos de energia nula)

SG8 Elemento Strain gradient de oito nds com termos espurios

SG8C Elemento Strain gradient de oito nds sem termos espurios

SG8N Elemento Strain gradient de oito nds sem termos espurios (insercdo de modos

cinematicos de energia nula)

Fonte: Autor.

A notacdo utilizada para os elementos de nove nds segue o0 que se observa no quadro 3:

Quadro 3 - legenda para andlise dos gréficos dos elementos de nove nés.

ISOP9 Elemento isoparamétrico de nove nds com integracdo completa
ISOP9RI Elemento isoparamétrico de nove nés com integracao reduzida uniforme
ISOPI9SRI1 | Elemento isoparamétrico de nove nos com integracdo reduzida seletiva com

um grau a menos que a integracdo completa para equagdo de deformacéo

angular
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ISOP9SRI2 | Elemento isoparamétrico de nove n6s com integracao reduzida seletiva com
dois graus a menos que a integracdo completa para equacdo de deformagéo
angular

ISOP9SRIP1 | Elemento isoparamétrico de nove nds com integracdo reduzida seletiva
ponderada com um grau a menos que a integragdo completa para equacao de
deformacdo angular

ISOPI9SRIP2 | Elemento isoparamétrico de nove nos com integracdo reduzida seletiva
ponderada com dois graus a menos que a integracdo completa para equagao
de deformagé&o angular

SG9 Elemento Strain gradient de nove nds com termos espurios

SGoC Elemento Strain gradient de nove nds sem termos espurios

SGON Elemento Strain gradient de nove nds sem termos esplrios e insercao

proposital de modos espurios de energia nula

Fonte: Autor.

Apos a anélise de dados serd realizada a conclusdo, compilando os efeitos do estudo no

estado da arte.

Na analise de dados serdo descritos os resultados obtidos a partir do aplicado na

metodologia, gerando fundamentos suficientes para as afirmacoes feitas na concluséo.
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4. APRESENTAGAO E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Neste capitulo serdo apresentados os dados e analises realizadas na presente pesquisa,
descrevendo os resultados obtidos de forma a proporcionar as correlagdes com o referencial

tedrico.

Observam-se diferencas nas duas formulacdes as quais foram explanadas previamente

para melhorar a compreensdo da analise de dados.

A notacdo Strain gradient apresenta como principal diferencial a retirada de termos
espurios antes do processamento de dados, assim como a integracdo completa da matriz de
rigidez, sem a necessidade do uso de pontos de Gauss para integracdo como na formulagédo

isoparamétrica.

Ja o elemento isoparamétrico apresenta uma formulacdo adequada para elementos com
distor¢des geométricas, uma vez que, com 0 mapeamento das coordenadas, torna-se possivel
estabelecer um mesmo dominio de integracdo definido para todos os elementos, e permitem o

uso dos pontos de Gauss para a integracao.

Os termos espurios sao facilmente identificados e removidos na notacéo Strain gradient,
para os elementos de oito e nove nos, porém na formulacdo isoparamétrica ndo é possivel

remove-los sem induzir outro erro.

A equacdo para os elementos de nove e oito nos, seguindo a progressao do triangulo de
Pascal ja citado, atingem equacdes de quarto grau, sendo que a quadratura de Gauss de 3x3
integra exatamente esta equacdo, incluindo os termos espurios, claramente identificados
acompanhando os elementos x2e y2, no elemento de oito e nove nos, e os elementos x2y e xy? no
elemento de nove nos na notagdo Strain gradient, porém de dificil identificacdo explicita na formulacao

isoparamétrica.

Caso seja utilizada uma quadratura de 2x2 pontos, 0s elementos maiores que grau 3
seriam desprezados, porém ainda existem termos espudrios de segundo grau que continuam

sendo integrados no elemento, n&o solucionando o problema.

Utilizando uma quadratura de 1 ponto, todos os termos espuarios séo retirados, porem
também é suprimido o elemento xy, que ndo é um termo espurio, inserindo assim modos espurios de

energia nula [31, 32].

Pode-se observar que para os elemento de oito e nove nés na formulacéo isoparamétrica,

ao eliminar um erro causado pelo cisalhamento parasitico, causa o erro de modo espurio de
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energia nula, enquanto para a notacdo Strain gradient é possivel suprimir a priori apenas o0s

termos espUrios, sem causar mais erros [2, 31].

Outro ponto importante a ser salientado, e que motivou a escolha da anélise das tensfes
dos elementos nos pontos de Gauss, mesmo para os elementos Strain Gradient que ndo usam
estd forma de integragdo, € que a notagdo Strain Gradient permita a facil obtencdo das tensdes
em qualquer ponto inserido no elemento, enquanto para a formulagdo isoparamétrica sdo
necessarias técnicas para realizar a projecao dos resultados para um determinado ponto do

elemento.

Como existem vérias formas de projecdo dos resultado obtidos para tensdes nos pontos
de Gauss, e néo faz parte da discuss@o proposta qual seria mais adequado para obter as tensoes
nas coordenadas nodais dos elementos, foi optado por obter as tensdes nos pontos de Gauss
para 0s elementos Strain Gradient, que permitem obter as tensdes diretamente em qualquer

ponto do elemento.

4.1.Viga em Balanco
Para a simulacdo da Viga em Balanco, ¢ feita a variacdo do coeficiente de Poisson para
que sejam comparadas as influéncias no que diz respeito aos termos espulrios devido a

cisalhamento parasitico.

Para um Poisson v = 0,3, um védo L = 20uc, altura h = 2uc, e espessura t = 0,3uc,
maodulo de elasticidade E = 1000000uf/uc?, aplicando-se a equacdo (148), obtém-se para a

extremidade do balanco uma deformacéo vertical igual a (v) = 0,04039uc.

4.1.1. Elemento de quatro nés
A primeira simulacdo foi realizada com elementos de propor¢do b/a = 1, resultando
em dez elementos, e cada refino de malha dividiu cada elemento em outros quatro como mostra

a figura 24.



82

Figura 24— Modelagem da viga em balanco com b/a = 1 e os refinos uniformes realizados.

Fonte: Autor.

A primeira malha para um elemento de quatro nés resultou no gréafico 1:

Grafico 1- Deslocamento x Posicdo da malha com 10 elementos com relagdo b/a=1 da Viga em

Balango, para o elemento de quatro nés.
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Fonte: Autor.

Como é possivel observar, a integracdo reduzida uniforme, usada no elemento ISOP4RI,
resultou em deslocamentos absurdos em relacéo a solucdo exata, ndo sendo apropriado para

esta aplicacéo.

Os resultados obtidos com os elementos 1ISOP4 e SG4 sdo idénticos, e mostram uma
aproximagé&o ainda grosseira em relagdo ao resultado analitico exato. Porém, o fato do elemento

de quatro nés com termos espuarios na notacdo Strain gradient possuir 0 mesmo resultado da
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formulacdo isoparamétrica com integracdo completa, valida a formulagdo desenvolvida e
confirma o resultado esperado de que a inclusdo de elementos espdrios na formulagdo da

notacdo Strain gradient iguala a integracdo completa da formulacéo isoparamétrica.

Os resultados obtidos com os elementos SG4C, ISOP4SRI sdo idénticos, e mostram
uma melhor aproximacdo. Este comportamento mostra a equivaléncia entre a supresséo a priori
dos termos espurios na notacdo Strain gradient, e na integracdo reduzida seletiva e reduzida
seletiva ponderada, onde os termos de maior grau na equacdo de deformacéo angular ndo sao
integrados pela quadratura reduzida, o que seria equivalente a suprimir os termos espurios

identificados a priori em SG4C.
O resultado do elemento ISOP4SRIP foi o melhor alcangado.

O custo computacional reduz consideravelmente com o uso da notacdo Strain gradient,
considerando que a quantidade de processos envolvidos para a eliminacdo dos termos espurios
na formulagéo isoparamétrica consiste no célculo de duas matrizes de rigidez, cada uma com
uma quadratura de Gauss, e a soma destas, enquanto para a eliminacdo de termos espurios em

SG4C bastou a supressdo de termos no calculo das matrizes de integrais.

Para o primeiro refino da malha, com 40 elementos, mantendo a proporcéo b/a = 1, 0s

resultados foram compilados no gréafico 2:

Gréfico 2— Deslocamento x Posi¢cdo da malha com 40 elementos com relagdo b/a=1 da Viga em

Balango, para o elemento de quatro nés
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Fonte: Autor.
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Ao observar o comportamento do elemento ISOP4RI, nota-se uma melhora no
desempenho, que agora acompanha a forma de deslocamento do resultado analitico da viga,
mas continuando muito ruim em relacdo aos demais, sendo necessarios 40 elementos para obter
alcancado com a notacao paramétrica com integracdo completa e com a notagdo Strain gradient

com termos espurios com 10 elementos.

Para os elementos ISOP4 e SG4, houve uma melhora na aproximacéo ao resultado

exato, porem ainda grosseiro para proporcionar uma analise estrutural segura.

Para os elementos ISOP4SRI e SG4C, os resultados mostram melhora na aproximacéo

e boa convergéncia em relacéo ao resultado exato.
O elemento ISOP4SRIP apresentou o melhor resultado.

Para o segundo refino da malha, com 160 elementos, mantendo a propor¢do b/a = 1,

os resultados foram compilados no gréfico 3:

Grafico 3— Deslocamento x Posi¢cdo da malha com 160 elementos com relagdo b/a=1 da Viga

em Balanco, para o elemento de quatro nos
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Fonte: Autor.

A integracéo reduzida uniforme, no elemento ISOP4RI, mostra um erro ainda muito
superior em relacdo aos demais elementos, tendo alcangado 6,247% de erro com 160 elementos,

e deslocamentos maiores do que a solugédo exata.

Os elementos SG4 e ISOP4 reduziram o erro para 3,412% com o ultimo refino de malha,
porém ainda existe uma variagdo entre os resultados para cada refino muito alta para estabelecer

que o resultado esteja convergindo adequadamente.
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Para os elementos ISOP4SRI e SG4AC o erro alcancado foi de 1,099% em relacéo a
solugdo exata, e a pouca variagdo entre os resultados mostra uma convergéncia mais rapida para

a solucdo em relacdo aos demais elementos.
O elemento ISOP4SRIP continua apresentando um melhor resultado.

Alterando a relacdo entre b/a para 0,5, a primeira simulacdo é feita com cinco
elementos, cuja base é duas vezes maior que a altura, e os demais refinos permanecem
subdividindo cada elemento por outros quatro, para manter a relacdo b/a, como mostra a figura
25:

Figura 25— Modelagem da viga em balan¢co com b/a = 0,5 e os refinos uniformes realizados.

Fonte: Autor.

O gréfico resultante das simulagdes mostra o seguinte comportamento:
Grafico 4— Deslocamento x Posi¢cdo da malha com cinco elementos com relagao b/a=0,5 da

Viga em Balanc¢o, para o elemento de quatro nos
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Fonte: Autor.
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Seguindo os mesmos padrbes observados para uma relacdo b/a = 1, para a nova

relacdo b/a = 0,5 0s comportamentos se mantém similares.

A integracdo reduzida uniforme, feita em ISOP4RI, fornece um resultado inapropriado,

em termos de acurécia e comportamento, ndo se mostrando eficaz nesta aplicacéo.

Para os elementos ISOP4 e SG4, o comportamento é similar ao da resposta analitica,
mas o erro é bastante alto em relacdo as outras notacdes, alcancando 62,181% no maior

deslocamento.

Os elementos ISOP4SRI e SGA4C, os resultados foram melhores tanto em relagdo ao
comportamento, e em relacdo a preciséo obteve um erro de 10,136%.

O melhor resultado foi para o elemento ISOP4SRIP, com erro de 1,312%.

Realizando o primeiro refino, alcancando 20 elementos, obtém-se o grafico 5:

Grafico 5—- Deslocamento x Posi¢do da malha com 20 elementos com relag¢do b/a=0,5 da Viga

em Balanco, para o elemento de quatro nos
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Fonte: Autor.

O elemento ISOP4RI passa a apresentar um comportamento similar ao da solucdo exata,

porém seus deslocamentos sdo maiores e o erro de 32,280%.

A integracdo completa do elemento isoparamétrico, ISOP4, e a notacdo Strain gradient
com termos espurios, SG4, alcancaram um erro de 29,574% no maior deslocamento Observa-
se que apesar de uma quantidade de elementos maior, a reducéo do erro em relagdo a primeira
malha de elementos com relacdo b/a = 1 ndo é substancial, com uma diferenca de apenas
3,192%.
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Para 0s elementos sem termos espurios, ISOP4SRI e SG4C, o erro em relacdo a solugéo
exata na posi¢do de maior deslocamento é de 3,516% Observa-se que em relacdo a primeira
malha de elementos com relacdo b/a = 1, a reducdo do erro € de 5,944%, utilizando o dobro

de elementos, mas com relacdo b/a = 0,5.

O elemento ISOP4SRIP, seguindo o mesmo comportamento dos experimentos
anteriores, mostrou o menor erro, com 0,681%, e uma reducéo de 0,112% em relacdo a malha

com 10 elementos e relacdo b/a = 1.

Para o terceiro refino, obtém-se o grafico 6:

Grafico 6—- Deslocamento x Posi¢do da malha com 80 elementos com relagdo b/a=0,5 da Viga

em Balanco, para o elemento de quatro nos

Posicdo no eixo "x" (uc)
PSP P P PP PSPPI I I PP

FFFFFFFEFEEFEFEESE ¢ LE KK
FFFEEEFF ST 0?9?)0 K3 ,‘\Q'\’?}Q\/?’Q%QO

Q\ NY Y Y Y Y Oy AY v Oy \,\Q NYONY NY N

0.000
-0.005
-0.010
-0.015
-0.020
-0.025
-0.030
-0.035
-0.040
-0.045
-0.050 —O— Valor Exato == |SOP4 ISOP4RI ey |SOP4SRI

Deslocamneto u (uc)

Fonte: Autor.

Pode-se observar que o elemento ISOP4RI apresenta deslocamentos maiores que o0s da

solucgéo exata, com um erro de 6,160%.

Para os elementos com os termos espurios SG4 e ISOP4, o erro foi de 9,846%, maior

que o do elemento ISOP4RI, porém com deslocamentos menores que a solucéo analitica.
Os elementos ISOP4SRI e SG4C alcangaram um erro de 1,302%.
O elemento ISOP4SRIP mostrou um erro de 0,681%.

Para a comparagdo da influéncia da relacdo b/a dos elementos, assim como a acurécia
entre eles, a relagcdo entre 0 menor e maior lado foi reduzida para 0,2, ou seja, 0 maior lado €

cinco vezes o valor do menor, como mostra a figura 26:
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Figura 26— Modelagem da viga em balan¢co com b/a = 0,2 e os refinos uniformes realizados.

Fonte: Autor.

Os resultados obtidos sdo mostrados nos graficos 7 a 9:

Grafico 7— Deslocamento x Posicdo da malha com dois elementos com relagdo b/a=0,2 da Viga

em Balanco, para o elemento de quatro nos

Posicdo no exio "x" (uc)
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Fonte: Autor.

Gréfico 8- Deslocamento x Posicdo da malha com oito elementos com relagcédo b/a=0,2 da Viga
em Balanco, para o elemento de quatro nés.
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Fonte: Autor.
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Grafico 9— Deslocamento x Posicdo da malha com 32 elementos com relacdo b/a=0,2 da Viga

em Balanco, para o elemento de quatro nés

Posicdo no eixo "x" (uc)
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Fonte: Autor.

O comportamento dos elementos de quatro nés estudados se repete, mantendo a redugéo
dos erros com os refinos, e os melhores resultados atribuidos aos elementos ISOP4SRI, SG4C
e ISOP4SRIP Porém a comportamento do elemento ISOP4R1 em relacdo aos elementos 1ISOP4
e SG4 apresenta uma modificagdo com o alongamento do elemento, pois, apesar de retornar
deslocamento maiores que o exato, a proximidade com a solucdo analitica é maior que 0s

elementos com os termos espurios.

Para a menor relacdo b/a utilizada, igual a 0,1, com a maior dimenséo do elemento dez

vezes a menor dimensao, como mostra a figura 27:

Figura 27— Modelagem da viga em balan¢co com b/a = 0,1 e os refinos uniformes realizados.

Fonte: Autor.
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Os resultados sao mostrados nos graficos 10 a 12:

Grafico 10— Deslocamento x Posi¢cdo da malha com um elemento com relacdo b/a=0,1 da Viga

em Balanco, para o elemento de quatro nés.
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Fonte: Autor.

Grafico 11- Deslocamento x Posi¢cdo da malha com quatro elementos com relagao b/a=0,1 da

Viga em Balan¢o, para o elemento de quatro nos.
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Fonte: Autor

Grafico 12— Deslocamento x Posi¢cao da malha com 16 elementos com relacdo b/a=0,1 da Viga

em Balanco, para o elemento de quatro nés.
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Fonte: Autor.
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Os elementos com propor¢do b/a = 0,1 apresentaram 0 mesmo comportamento dos
demais, melhorando a aproximagao com o refino, porém pode-se notar que os elementos ISOP4
e SG4 passaram a retornar erros maiores que o elemento ISOP4RI Os elementos ISOP4SRI,

ISOP4SRIP e SG4C mantiveram-se como melhores aproximacdes em todas as simulagdes.

Comparando os erros obtidos com os diferentes refinos de malhas, de todas as

proporcdes de elementos, obtém-se o gréafico 13:

Gréfico 13- Erro x Quantidade de elementos, para o elemento de quatro nés.
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Fonte: Autor.

Observa-se que para o elemento ISOP4RI existe uma variagdo grande para modelagens
com poucos elementos, e nos casos onde 0 erro & menor que zero, seriam 0S casos onde 0s

deslocamentos foram maiores que o resultado analitico exato.

Para os elementos ISOP4 e SG4, existe uma variacao do resultado em relacdo a mudanca
de proporcao entre as dimensdes dos elementos, e o resultado tende a convergir com o aumento

da quantidade de elementos.

Os elementos ISOP4SRI, ISOP4SRIP e SG4C tem pequena variagdo em relacdo a
mudanca das relagdes b/a, e apresentam 0s menores erros, COm uma convergéncia mais rapida
em relacdo aos demais elementos, mostrando-se menos sensiveis & razdo de aspecto neste

problema.
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Para analisar a varia¢do do erro em decorréncia das mudancas da relacdo b/a, o grafico
14 mostra os erros dos elementos ISOP4 e SG4 com o agrupamento das proporgdes entre as

dimensodes:

Grafico 14— Erro x Quantidade de elementos, para os elementos ISOP4 e SGA4.
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Fonte: Autor.

Observa-se que o erro ndao tem reducao significativa, ou até aumenta, mesmo que usando

uma quantidade maior de elementos, quando a relacéo b/a reduz.

Para o elemento ISOP4RI, o grafico 15 mostra a relacdo entre a quantidade de elementos

earelacdo b/a:

Gréfico 15— Erro x Quantidade de elementos, para os elementos ISOP4RI.
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Fonte: Autor.

O gréfico 15 mostra que ha uma grande variagcdo do erro com o refino, apesar da

convergéncia para uma resposta, porém esta seria muito mais lenta que nos outros, com excecao
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de quando a relagéo b/a é reduzida, como € possivel observar na comparacgao entre os graficos

14 e 15, onde o0 elemento ISOP4 e SG4 mostram um erro maior que o elemento ISOP4RI.

Para analisar a interferéncia entre a proporcdo entre as dimensdes dos elementos

ISOP4SRI e SG4C, os dados dos erros sdo compilados no grafico 16:

Grafico 16— Erro x Quantidade de elementos, para os elementos ISOP4SRI e SG4C
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Fonte: Autor.

O elemento ISOP4SRIP mostra 0 mesmo comportamento dos demais, apresentando

resultados melhores de aproximacédo, como mostra o grafico 17:

Gréfico 17— Erro x Quantidade de elementos, para os elementos ISOP4SRIP
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Fonte: Autor.




94

Observa-se que mesmo para 0 maior alongamento do elemento estudado, o erro é

bastante inferior em relacdo ao demais elementos

Mas a interferéncia da relacdo b/a se mantém, proporcionando erros maiores, e uma

convergéncia menor quando reduzida, mesmo com uma quantidade de elementos maior

O comportamento dos graficos 14 a 17, mantem-se com o aumento do coeficiente de
Poisson, apesar do aumento do erro em todos os elementos, com excecdo do elemento
ISOP4SRIP, cujo comportamento teve reducdo na eficiéncia como mostra a comparagao dos

gréficos 17 e 18:

Grafico 18- Erro x Quantidade de elementos, no elemento ISOP4SRIP, e Poisson igual a 0,49.
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Fonte: Autor.

Apesar do formato continuar similar ao grafico 16, os valores dos erros sao superiores
no gréfico 18, e observa-se que a perda de eficiéncia com a diminuicdo da relacdo b/a se

mantém.

Realizando a variacdo do coeficiente de Poisson, de 0 para 0,3 e 0,49, pode-se observar
no grafico 19 os diferentes erros obtidos no ponto de maior deslocamento, com a quantidade de

elementos em cada malha:



95

Grafico 19— Erro x Quantidade de elementos, para coeficientes de Poisson igual a 0, 0,3 e 0,49

para o elemento de quatro nos.
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Fonte: Autor.

O comportamento geral dos elementos foi 0 aumento do erro com o aumento do
coeficiente do Poisson, e também o aumento da influéncia exercida pela relacdo b/a, sendo o0s
melhores resultados atribuidos aos elementos ISOP4SRI, SG4C e ISOP4SRIP.

O elemento ISOP4SRIP mostrou a menor variagdo com relagdo ao aumento do
coeficiente de Poisson, e também mostrou a melhor aproximacéo da solugéo exata para a viga

em balanco.

Para a analise das tensdes na direcao “x” obtidas no procedimento, foi escolhido o
primeiro ponto do primeiro elemento, comum a todos as malhas, e ponto de maior concentragao

de tensBes normais, mostrando no gréfico 20 a relacdo entre tensdes e quantidade de elementos:
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Gréfico 20— Tens6es normais em “x” pela quantidade de elementos da malha
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Fonte: Autor.

As convergéncias mais proximas da solucéo exata foram alcangadas pelos elementos
ISOP4SRI e SG4C que, assim como nos deslocamentos, deram resultados numericamente

iguais para as tensdes normais.

O elemento ISOP4RI ndo obteve um comportamento interessante para a modelagem do
problema.

O elemento ISOP4SRIP nédo obteve uma convergéncia satisfatoria para analise da tensao

normal em “x”, pois continuou crescendo além do resultado exato esperado.

Os elementos ISOP4 e SG4 possuem comportamentos e convergéncias iguais,
apresentando resultados numeéricos iguais, devido a integracdo com termos espurios pelas duas

formulagGes.

Como pode-se observar no grafico 20, existe a influéncia da razdo de aspecto na

convergéncia das tensdes, sendo melhor elucidada nos graficos 21 a 24.

O gréafico 21 mostra a convergéncia dos resultados mostrados no grafico 20, isolando os
elementos cuja razdo de aspecto é igual a um, ou seja, sdo elementos cuja base e altura sdo

iguais:
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Gréfico 21- Tens6es normais em “x” pela quantidade de elementos da malha, para elementos
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Da mesma forma, o gréfico 22 mostra a convergéncia dos resultados mostrados no

gréafico 20, isolando os elementos cuja razdo de aspecto € igual a 0,5, ou seja, sdo elementos

cuja base é igual ao dobro da altura:

Gréfico 22— Tens6es normais em “x” pela quantidade de elementos da malha, para elementos
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Seguindo o que foi contemplado nos gréficos 21 e 22, o grafico 23 mostra a
convergéncia dos resultados da tensédo normal em “x” isolando os elementos cuja razdo de

aspecto € igual a 0,2, ou seja, sdo elementos cuja base € igual ao quintuplo da altura:

Gréfico 23— Tensdes normais em “x” pela quantidade de elementos da malha, para elementos
com b/a=0,2.
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Fonte: Autor.

Por fim, o gréafico 24 apresenta os resultados referentes aos elementos cuja base é dez
vezes maior que a altura:
Gréfico 24— Tens6es normais em “x” pela quantidade de elementos da malha, para elementos

com b/a=0,1.
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Fonte: Autor.
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Analisando o apresentado nos gréficos 20 a 24, pode-se observar que a razdo de aspecto
afeta na convergéncia da solugéo, pois existe a piora de desempenho com o aumento da base

em relacdo a altura dos elementos.

Ao ser realizado o refino uniforme, como é feito nos graficos 21 a 24, que mantém a
razdo de aspecto dos elementos com o refino da malha, pode-se observar uma convergéncia

mais uniforme do que no grafico 20, que relne todos os elementos independentes de sua razao.

A mesma analise realizada para as tensdes normais em “x” ¢é realizada nas tensdes na

(Y1)

direcao “y”, com os graficos 25 a 30.

O gréfico 25 mostra no eixo vertical as tensdes na dire¢do “y” pelas quantidades de
elementos de cada malha utilizada na modelagem do mesmo primeiro ponto do primeiro
elemento:

Grafico 25— Tensdes normais em “y” pela quantidade de elementos da malha.
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Fonte: Autor.

Pode-se observar que a convergéncia é mais rapida, e sofre menos interferéncia da razdo
de aspecto para os elementos que possuem corre¢do na formulagéo isoparamétrica e na notagdo

strain gradient.

Para as tensdes de cisalhnamento no plano formado por “x” e “y”, sdo mostrados os

resultados da modelagem para cada quantidade de elementos da malha no grafico 26:



100

Grafico 26— Tensodes de cisalhamento em “x” e “y” pela quantidade de elementos da malha.
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Fonte: Autor

Ao analisar o grafico 26, o elemento SG4C mostra a melhor aproximacéo do resultado
analitico esperado, com pouca variacdo mesmo com um refino ndo uniforme da malha, diferente
dos demais resultados, que resultaram idénticos aos do elemento ISOP4SRI, que convergiu para

mesma resposta, porém mostrando interferéncia da raz&o de aspecto.

O elemento ISOP4RI mostra uma boa aproximacao apenas para este uso, sendo inviavel

para qualquer outra analise de forma satisfatdria para este elemento.

Ja para os demais elementos a razdo de aspecto influi na convergéncia, assim como nao

mostram uma aproximacao t&o boa quanto a obtida com o elemento SG4C.

4.1.2. Elemento de nove nos

Assim como feito com o elemento de quatro nos, a mesma Viga em Balango foi
modelada, com coeficiente de Poisson igual a zero, 0,3 e 0,49, com as relacdes b/a iguais a
um, 0,5, 0,2 e 0,1, com todos os elementos convencionados Os graficos relacionados a
deformacéo vertical por posi¢do mostrados na sequencia séo relacionados a Viga em Balango
com Poisson igual a 0,3.

Para as modelagens com relacdo b/a = 1, obtém-se o grafico 27:
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Grafico 27— Deslocamento x Posicdo da malha com 10 elementos com relagcdo b/a=1 da Viga

em Balanco, para o elemento de nove nés.
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Fonte: Autor.

Observa-se que para os elementos de nove nos, para a primeira malha, obtém-se uma
aproximacdo do resultado exato para os deslocamentos da viga para os elementos 1SOP9,
ISOPIRI, ISOPI9SRI1, ISOPISRIP1, SG9 e SGIC.

Para os elementos ISOP9SRI2, ISOP9SRIP2 e SGO9N os resultados ndo foram

condizentes ao comportamento esperado para o deslocamento da viga.

Realizando o refino da malha, o resultado pode ser observado no gréfico 28:
Grafico 28- Deslocamento x Posicao da malha com 40 elementos com relacdo b/a=1 da Viga

em Balanco, para o elemento de nove nés.
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Fonte: Autor.
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Para os elementos ISOP9SRI2, ISOPI9SRIP2 e SGON, os resultados continuam
possuindo uma variagdo no comportamento maior que os demais, que melhorar de aproximacao

com o refino e j& tinham desde a primeira malha um comportamento condizente.

O segundo refino foi realizado apenas para os elementos na notacdo Strain gradient,
mostrado no grafico 29, uma vez que a simulacdo para os elementos isoparamétricos excedeu

a memoria do computador para 0 mesmo problema.

Grafico 29— Deslocamento x Posicdo da malha com 160 elementos com relagdo b/a=1 da Viga

em Balanco, para o elemento de nove nés.
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Fonte: Autor.

Variando a relacdo b/a para 0,5, a malha para resolucéo da viga fica com 5 elementos,

cujo desempenho é mostrado no gréafico 30:

Grafico 30— Deslocamento x Posi¢cdo da malha com cinco elementos com relagcdo b/a=0,5 da

Viga em Balan¢o, para o elemento de nove nos
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Fonte: Autor.
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Com a reducdo da relacdo b/a, o desempenho dos elementos foi reduzido, como ja

esperado.

Os elementos ISOP9, ISOP9RI, ISOPI9SRI1, ISOP9SRIP1, SG9 e SGI9C demonstraram

comportamento condizente ao da resposta analitica, tendo diferencas de aproximacao entre si

Para os elementos ISOP9SRI2, ISOP9SRIP2 e SG9N, o0 comportamento continua néo

sendo adequado para o problema em questéo.

Realizando o refino da malha, o grafico 31 é obtido como resultado da simulacéo:

Grafico 31- Deslocamento x Posicdo da malha com 20 elementos com relagdo b/a=0,5 da Viga
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Fonte: Autor.

Os elementos ISOP9, ISOP9RI, ISOPI9SRIL, ISOP9SRIP1, SG9 e SGIOC apresentam

como na primeira malha, um comportamento adequado a resolucéo analitica do deslocamento,

com a reducéo dos erros com o refino de malha.

Para os elementos ISOP9SRI2, ISOP9SRIP2 e SGO9N, ainda é observado um

comportamento inadequado em rela¢do a solucdo exata, mas houve a reducéo da variagdo de

comportamento com o refino.

O segundo refino de malha é mostrado no grafico 32:
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Gréfico 32— Deslocamento x Posicdo da malha com 80 elementos com relacdo b/a=0,5 da Viga

em Balanco, para o elemento de nove nés.
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Fonte: Autor.

Os elementos Isoparamétricos, devido ao custo computacional e exigéncias de memdria

de processamento, ndo conseguiram ser processados e gerar dados no programa utilizado.

Assim é possivel visualizar os resultados relacionados a notagcdo Strain gradient, e
mostrar o desempenho em relagcdo aos elementos com termos espdrios, em SG9, sem termos
espurios, em SG9C, e sem termos espurios, porém com insercdo intencional de modos espurios
de energia nula, em SG9N, imitando as consequéncias das formulagdes do elemento
ISOPISRI2 e ISOPISRIP2.

Observa-se gue os elementos S9E e SG9C, assim como nas outras malhas, mostram um
bom desempenho para o problema, enquanto o elemento SGON continua mostrando um

comportamento inadequado, mesmo com todos os refinos realizados.

Como mostra a deducdo da notacdo Strain gradient abordada no referencial tedrico, a
eliminacdo da equacdo de compatibilidade na equacdo da deformacdo angular cria
instabilidades, devido a insercdo de modos cinematicos de energia nula, demonstrado no
elemento SGIN, onde esse fend6meno foi inserido propositalmente, e visualizado nos elementos
ISOPISRI2 e ISOP9SRIP2.

Apesar da instabilidade ser encontrada tanto nos elementos isoparamétricos, como no
elemento Strain gradient com insercao proposital do erro, pode-se observar que os resultados
nédo sdo exatamente iguais, isto deve-se a integracdo por pontos de Gauss com uma quadratura

menor que o polindmio exigiria para ser completamente integrado.
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Como consta na bibliografia, quando um polinémio é integrado por uma quadratura
reduzida, seus termos de maior grau ndo sao necessariamente anulados, sendo atribuidos valores
menores que a integracdo completa destes, o que explica as diferencas no resultado das duas
notagdes, pois a inser¢do proposital do erro na notagdo Strain gradient anulou ou termos da

equacdo de compatibilidade, o que ndo necessariamente ocorre na formulagao isoparamétrica.

Para abordar a interferéncia do coeficiente de Poisson na aproximagao do problema, foi
compilado o grafico 33, onde é mostrado o erro para a mesmo problema, com diferentes

quantidades de elementos, e diferentes coeficientes de Poisson:

Grafico 33— Erro x Quantidade de elementos, para coeficientes de Poisson igual a0, 0,3 e 0,49

para o elemento de nove nés.
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Fonte: Autor.

Foram suprimidos os resultados dos elementos ISOP9SRI2, ISOP9SRIP2 e SGIN

devido a instabilidade dos resultados, que ndo trazem uma analise satisfatdria dos resultados.

Observa-se que com o aumento da quantidade de elementos, a modelagem retorna
melhores resultados, porém a razéo de aspecto possui uma interferéncia importante no resultado

a ser explorada com mais detalhe nos graficos 34 a 38.
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Também é mostrado que com o aumento do coeficiente do Poisson, existe um aumento

do erro de aproximacdo, com excecdo do elemento SG9C, que melhorou a aproximagéo com o

aumento do coeficiente.

No grafico 34 é mostrado a aproximacao alcancada para os elementos ISOP9 e SG9,

que possuem resultados idénticos, para diferentes quantidades de elementos na resolucdo da

Viga em Balango com Poisson igual a 0,3:

Grafico 34— Erro x Quantidade de elementos, para cada razdo de aspecto dos elementos ISOP9

e SG9.

Erro em relacdo a resposta
analitica

5% Gm\
0% pa o—H
1 2 4 32 64 128

16
Quantlgdade de elementos
—-©—-01 <02 —&A-05 B-1

256

Fonte: Autor.

A aproximagdo melhora com o aumento da quantidade de elementos, mas para

elementos muito alongados, € necessaria uma quantidade maior de elementos para obter a

mesma aproximacao.

Este comportamento se repete para os elementos ISOP9RI, ISOPI9SRI1, ISOP9SRIP1 e

SGIC, mostrados nos graficos 35 a 38:

Grafico 35— Erro x Quantidade de elementos, para cada razdo de aspecto dos elementos
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Grafico 36— Erro x Quantidade de elementos, para cada razdo de aspecto dos elementos
ISOP9SRIL.
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Fonte: Autor.

Grafico 37— Erro x Quantidade de elementos, para cada razdo de aspecto dos elementos
ISOPI9SRIPL1.
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Gréfico 38— Erro x Quantidade de elementos, para cada razao de aspecto dos elementos SG9C.

5%

0% A = A = A £l
s /

3-10%

=

=-15%

Quantidade de Elementos

Erro em relacdo a resposta

1 2 4 8 16 32 64 128 256
—-©-01 <02 —A-05 HB-1

Fonte: Autor.



108

E possivel observar nos graficos 34 a 38 com mais detalhe o que também é mostrado no
gréafico 33, que quanto maior o alongamento do elemento, pior se torna a aproximacao para este

problema, sendo necessarios mais elementos para obtencdo da mesma ordem de aproximacao.

No gréafico 33 a razao de aspecto causa as oscilacdes na convergéncia, pois se analisados
todos os refinos juntos, o refino ndo seria considerado uniforme, pois a razdo de aspecto ndo é
mantida de uma quantidade de elementos a quantidade em sequéncia, mas o refino é uniforme

em cada razdo de aspecto analisada.

Desta forma também é possivel observar os efeitos na convergéncia utilizando um refino

uniforme e ndo uniforme, tanto nos elementos de quatro nés como nos de nove nés.

Obtendo nas simulagdes as tensdes presentes na Viga em Balanco com Poisson igual a
0,3, é possivel compilar no grafico 39 a tensdo normal na dire¢dao “x” do primeiro ponto do
primeiro elemento, para todos os elementos ensaiados:

Grafico 39— Tensao normal em “x” pela quantidade de elementos da malha.
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Fonte: Autor.

Pode-se observar no grafico 39 que os elementos ISOP9SRI2, ISOP9SRIP2 e SGON,
por se tratarem de elementos com inser¢do de modos cinematicos de energia nula, apresentam
instabilidade na convergéncia, de forma a ndo proporcionarem uma boa modelagem, mesmo
com o refino de malha.

Para analisar melhor o desempenho dos demais elementos, o grafico 40 mostra as

tensGes normais na diregdo “x”, para cada refino de malha independente da razdo de aspecto,
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pela quantidade de elementos usados, sem os elementos que possuem a instabilidade mostrada
no grafico 39:

Gréfico 40- Tensao normal em “x” pela quantidade de elementos da malha, sem os elementos
ISOP9SRI2, ISOP9SRIP2 e SGON.
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Fonte: Autor.

Como pode-se observar no grafico 40, todos os elementos sem a inser¢do dos modos
cinematicos de energia nula aproximam-se da solucdo exata com o refino da malha, sofrendo
influencias com relacdo a razdo de aspecto As interferéncias devido a razao de aspecto foram
menores em elementos corrigidos com a integracdo reduzida seletiva ou com termos espurios

corrigidos diretamente na notacao strain gradient.

Pode-se observar de forma mais detalhada a convergéncia com refino uniforme através
dos gréaficos 41 a 44 onde sdo mostradas as razdes de aspecto separadamente:

Grafico 41- Tensdes normais em “x” pela quantidade de elementos de nove nés da malha,
para elementos com b/a=1.
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Observa-se no grafico 41 a auséncia de dados relacionados aos elementos na formulagéo

isoparamétrica, pois devido ao custo computacional da formulag&o, foi possivel atingir apenas

os resultados da notacdo strain gradient para malha de 160 elementos com nove nos.

Quanto mais horizontais as curvas do grafico, mais rapida a convergéncia para um

resultado, e quanto mais proximas da curva exata, maior a precisao.

Gréfico 42— Tensdes normais em “x” pela quantidade de elementos de nove nés da malha,

Tensdes (uf/uc?)
N
o
o

para elementos com b/a=0,5.

Tensdo normal em "x" para b/a=0,5

5 20 80

Quantidade de elementos na malha

Fonte: Autor.

—©—ISOP9
—4— ISOPSRI
—<>— ISOP9SRIL
—HB—ISOPISRIP1
—*X—SG9
—*—SG9C

—+— Exato

No gréfico 42 pode-se observara o0 mesmo fenémeno mostrado no grafico 41, a auséncia

de dados referentes a formulacao isoparamétrica para malha com mais elementos.

Gréfico 43— Tensdes normais em “x” pela quantidade de elementos de nove nés da malha,
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Devido ao custo computacional, foi possivel realizar os dois refinos da malha com razéo
de aspecto igual a 0,2 para todo os elementos estudados, por precisar de menor quantidade de
elementos.

Gréfico 44— Tensdes normais em “x” pela quantidade de elementos de nove nés da malha,

para elementos com b/a=0,1.
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Fonte: Autor.

Analisando o que € mostrado nos graficos 40 a 44, pode-se observar que as razdes de
aspecto possuem influéncia na aproximacéo, prejudicando a convergéncia com o alongamento

do elemento.

Em comparacdo entre os elementos, o elemento SG9C possui melhor convergéncia e
aproximacdo para elementos cuja base e altura sdo proximas, mas em todas as simulagdes,
independente da razdo de aspecto, os resultados para tensdes foram maiores que a resposta

exata.

Um comportamento parecido ao elemento SG9C também foi obtido com o elemento
ISOPI9SRIP1, onde todas as tensbes obtidas foram maiores que o resultado exato esperado,

porém a convergéncia e a precisdo ndo foram tdo boas.

Para a mesma Viga em Balanco, € possivel compilar no gréfico 45 a tensdo normal na

direcdo “y” do primeiro ponto do primeiro elemento, para todos os elementos ensaiados:
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45— Tens6es normais em “y” pela quantidade de elementos de nove nés da malha.
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Fonte: Autor.

mesmo comportamento observado na analise do grafico 39, para tensdes normais na

direcdo “x”, é observado no grafico 45 para tensfes normais na diregdo “y”, onde os elementos
ISOPI9SRI2, ISOPI9SRIP2 e SGIN mostram instabilidade nos resultados com o refino, ndo

mostrando convergéncia.

Por conta da poluicéo que os resultados destes elementos causam, eles séo retirados da

analise, nos gréficos 46 a 50, para mostrar a convergéncia, precisam e interferéncia da razédo de

[TEEI N

aspecto nos resultados das tensdes normais na diregdo “y”:

Grafico 46— Tensao normal em “y” pela quantidade de elementos da malha, sem os elementos
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Fonte: Autor.
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Pode-se observar que todos elementos que ndo tiveram a introducdo de modos espurios
de energia nula em seus resultados possuem certa convergéncia para um dado resultado, porém

o0s elementos que apresentam alguma corre¢do mostram uma convergéncia mais rapida.

Para serem analisados os refinos uniformes, sdo isoladas as razdes de aspecto simulados

nos graficos 47 e 50:

Gréfico 47 Tensdes normais em “y” pela quantidade de elementos de nove nés da malha, para

elementos com b/a=1.
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Fonte: Autor.

Grafico 48 Tensdes normais em “y” pela quantidade de elementos de nove nés da malha, para

elementos com b/a=0,5.
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Gréfico 49 Tensdes normais em “y” pela quantidade de elementos de nove nés da malha, para
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Gréfico 50 Tensdes normais em “y” pela quantidade de elementos de nove nés da malha, para
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Analisando o observado nos graficos 47 a 50, observa-se que o refino uniforme
proporciona uma convergéncia melhor.

Outro ponto importante a ser observado nos graficos de 39 a 50 € que como as equacdes
que definem as tensfes normais na viga entre os elementos ISOP9 e ISPI9SRI, e SG9 e SGIC
sdo similares, os resultados para razfes de aspecto proximas a um proporcionaram curvas

bastante proximas, e convergem para um mesmo valor.

As maiores diferencas sao esperadas para as tensdes de cisalhamento no plano definido
pela diregdo “x” e “y”, onde atua a integragado reduzida seletiva na formulagao isoparametrica,
e onde sdo corrigidos 0s termos espurios na notacao strain gradient sem a insercdo de modos

espurios de energia nula.

O gréfico 51 compila os resultados obtidos para as tensdes de cisalhamento no primeiro
ponto do primeiro elemento de cada malha simulada:

Gréfico 51 Tensdes de cisalhamento em “x” e “y” pela quantidade de elementos de nove nés

da malha.
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Fonte: Autor.

Pode-se observar que os elementos com inser¢do de modos espurios de energia nula

possuem resultados sem aproveitamento pratico, sem convergéncia ou magnitude util.

Tendo em vista isto, para o grafico 52 foram eliminados os elementos com insergéo de

modos cinematicos de energia nula para uma analise dos demais elementos:
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Gréfico 52 Tensdes de cisalhamento em “x” e “y” pela quantidade de elementos de nove nés,

sem insercdo de modos cineméticos de energia nula.
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Fonte: Autor.

E possivel observar que os elementos ISOP9RI e SGIC apresentam a menor variagdo

de resultados, mostrando uma convergéncia mais rapida.

O bom desempenho do elemento ISOP9RI pode ser relacionado ao problema modelado,
fazendo com que a integracdo uniforme reproduza um grau polinomial mais proximo a solugédo
exata deste problema em especifico, sendo necessarios maiores estudos sobre a aplicacdo deste

elemento para outros problemas.

Ja o elemento SGIOC apresentou bom desempenho tanto aos deslocamentos como as
tensdes, ndo sendo melhor em todos os cenarios estudados, mas tendo potencial para analises

seguras em aspectos mais amplos.

4.1.3. Elemento de oito nos

Assim como feito com o elemento de quatro e nove nos, as variaveis que interferem de
alguma forma na aproximagdo foram sistematicamente variadas para que seja possivel a
comparacdo do desempenho das notagdes em diferentes situacdes. Os graficos relacionados a
deformacéo vertical por posicdo mostrados na sequencia s&o relacionados a Viga em Balango

com Poisson igual a 0,3.

Para as modelagens com relacdo b/a = 1, obtém-se o grafico 33 e 34:
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Grafico 53— Deslocamento x Posicdo da malha com 10 elementos com relagcdo b/a=1 da Viga

em Balanco, para o elemento de oito nés.
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Fonte: Autor.

Grafico 54— Deslocamento x Posi¢cao da malha com 40 elementos com relacdo b/a=1 da Viga

em Balanco, para o elemento de oito nés.
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Fonte: Autor.

Observam-se 0s mesmos comportamentos ja registrados para os elementos de nove nés,

devido as formulacGes demonstradas na notagéo Strain gradient onde podem-se visualizar a
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insercdo de erros na busca em eliminar todos os elementos espdrios, e a ndo eliminagdo
completa com o uso da quadratura reduzida da integracdo por pontos de Gauss, sendo apenas

na notacdo Strain gradient possivel de eliminar todos os termos espurios sem a insercdo de
outros.

Para as modelagens com relagdo b/a = 0,5, obtém-se o gréafico 35 e 36:

Grafico 55— Deslocamento x Posicdo da malha com cinco elementos com relacdo b/a=0,5 da

Viga em Balango, para o elemento de oito nés.
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Fonte: Autor.

Gréfico 56— Deslocamento x Posicdo da malha com 20 elementos com relacdo b/a=0,5 da Viga

em Balanco, para o elemento de oito nés.
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Para as modelagens com relacdo b/a = 0,2, obtém-se o gréafico 37 e 39:

Gréfico 57— Deslocamento x Posicdo da malha com dois elementos com relacdo b/a=0,2 da
Viga em Balango, para o elemento de oito nés.
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Fonte: Autor.

Grafico 58— Deslocamento x Posi¢cdo da malha com oito elementos com relagcéo b/a=0,2 da

Viga em Balanc¢o, para o elemento de oito noés.
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Gréfico 59— Deslocamento x Posicdo da malha com 32 elementos com relacdo b/a=0,2 da Viga

em Balanco, para o elemento de oito nés.
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Fonte: Autor.

Para as modelagens com relacdo b/a = 0,1, obtém-se o grafico 40 e 42:

Grafico 60— Deslocamento x Posi¢cdo da malha com um elemento com relagdo b/a=0,1 da Viga

em Balanco, para o elemento de oito nés.

0,00E+00 .~ PSRRI
Posi¢do no eixo "x" (uc)
0.15000
g 0.10000
2 0.05000
= 0.
()]
€ ;
< I—
o
ke m
@ -0.05000 +
o
-0.10000
—e=—\/alor Exato —&—ISOP8 —=— ISOPS8RI —A— ISOP8SRI1 —aA— ISOP8SRI2
—<&—ISOP8SRIP1  —e—ISOP8SRIP2 —X—SG8 —*—SG8C —+— SG8N

Fonte: Autor.

Grafico 61— Deslocamento x Posi¢cdo da malha com quatro elementos com relagao b/a=0,1 da

Viga em Balanc¢o, para o elemento de oito nés.
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Gréafico 62— Deslocamento x Posicdo da malha com 16 elementos com relacdo b/a=0,1 da Viga

em Balanc¢o (Cantilever Beam), para o elemento de oito noés.
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Fonte: Autor.

Para os ensaios realizados para o elemento de oito nds, dos graficos 36 a 42, € possivel
observar a repeticdo do comportamento dos elementos conforme o alongamento dos elementos

e refino da malha.

Para todos os elementos, o alongamento prejudicou a aproximacao da deformacédo da

viga, assim como o refino uniforme melhorou o desempenho da malha ao problema.

Com a repeticdo das simulacfes para diferentes coeficientes de Poisson, obtém-se os
dados presentas no grafico 43:

Grafico 63— Erro x Quantidade de elementos, para coeficientes de Poisson igual a 0, 0,3 e 0,49

para o elemento de oito nés.
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Fonte: Autor.
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Observa-se 0 aumento da distancia entre a simulacéo e o resultado exato, com o aumento
do coeficiente de Poisson, com exce¢do da notacdo Strain gradient corrigida, que melhora a

aproximacdo conforme é realizado os refinos de malha mesmo com o aumento do coeficiente.

A andlise de tensdes apresentou resultados similares de comparagdo com os resultados

ja obtidos para os elementos de nove nés, assim como os resultados referentes ao deslocamento.

A similaridade na comparacao dos resultados se deve ao grau das equages, assim como

0s problemas relativos as correcdes serem muitos proximos.

As vantagens dos elementos de oito n6s com relacdo aos elementos de nove nos seriam
relacionadas ao custo computacional devido a reducdo de ordem das matrizes na formulacao,
porém este fator ndo foi sensivel para as malhas utilizadas, sendo necessarios maiores recursos
computacionais e dispositivos especificos para medi¢cdo do tempos computacionais nédo

disponiveis para esta pesquisa.

4.2.Viga Curta.
Como descrito na metodologia, foram obtidos resultados para a modelagem da viga

curta com quatro e nove nds que seguem separadamente nos proximos itens apresentados.

4.2.1. Elemento de quatro nos.
Os resultados obtidos para o deslocamento da viga curta na extremidade do vao
modelado com elementos de quatro nds sdo compilados no grafico 64 para analise de

convergéncia:

Gréfico 64— Deslocamento x Quantidade de elementos, para a viga curta, modelada com

elementos finitos de quatro nés.
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Fonte: Autor.
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O elemento ISOP4RI mostra resultados inapropriados para a analise de deslocamento,
sendo suprimido no gréfico 65 para a melhor anélise dos demais elementos.

Grafico 65— Deslocamento x Quantidade de elementos, para a viga curta, modelada com
elementos finitos de quatro nés, sem o elemento ISOP4RI.
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Fonte: Autor.

Observa-se a equivaléncia nos resultados obtidos entre os elementos ISOP4 e SG4, e
entre ISOP4SRI e SGAC, explicados pela formulacdo das duas notagdes terem o objetivo de,
ou integrar completamente as equacgdes de deformacdes, ou suprimirem 0s mesmos termos, com

técnicas matematicas diferentes.

O elemento ISOP4SRIP, que para a Viga em Balango forneceu boas aproximacdes e

convergéncia, ndo mostra as mesmas vantagens ao final dos refinos.

Quando analisadas as raz0es de aspecto separadamente, onde o refino € uniforme dentro
de cada uma analisada, sdo obtidos graficos com uma convergéncia mais uniforme, o que
mostra que todos os elementos sofreram influéncia da razdo de aspecto no que se refere a

modelagem dos deslocamentos.

Ja a analise das tensdes de cisalhamento para o primeiro né do primeiro elemento, é
possivel observar a influéncia da razéo de aspecto de forma negativa para quando a altura do

elemento é aumentada em relagdo a base, como mostra o gréafico 66:
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Gréfico 66— Tensao de cisalhamento x Quantidade de elementos, para a viga curta, modelada
com elementos finitos de quatro nos.
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Fonte: Autor.

Nota-se uma perturbacdo comum a todos os elementos, com excecdo do elemento
SGA4C, que ndo mostrou sensibilidade a razdo de aspecto. Quando a quantidade simulada ¢ igual
a dez, a altura do elemento € dez vezes maior que a base utilizada, mas antes e apds a
perturbacdo provocada pela modelagem com uma razdo de aspecto que prejudicou o
desempenho dos elementos, observa-se a convergéncia dos elementos ISOP4, ISOP4RI, SG4 e
SG4C, o que ndo ocorre com as corre¢cdes propostas para 0s elementos isoparamétricos, que
ndo apresentam convergéncia ap6s a modelagem com dez elementos.

4.2.2. Elemento de nove nos.
Os resultados obtidos para o deslocamento da viga curta na extremidade do véo
modelado com elementos de nove nos sdao compilados no gréafico 67 para a andlise da

convergéncia dos resultados para os diferentes elementos finitos testados:
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Grafico 67— Deslocamento x Quantidade de elementos, para a viga curta, modelada com

elementos finitos de nove nés.
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Fonte: Autor.

A introducdo de modos cinematicos de energia nula nos elementos ISOP9SRI2,
ISOPI9SRIP2 e SGON causam resultados incoerentes com o problema proposta, assim como a
integracdo reduzida uniforme no elemento ISOP9RI, e por possuirem resultados de escala
inadequada, atrapalham a analise dos demais elementos, fazendo necessaria a retirada do

grafico.

Sem modos cinemaéticos de energia nula, e sem a integracdo reduzida uniforme, é

possivel observar no grafico 68 o resultado dos demais elementos:

Grafico 68— Deslocamento x Quantidade de elementos, para a viga curta, modelada com
elementos finitos de nove nés, com a retirada de ISOP9SRI2, ISOP9SRIP2, SGON e ISOP9RI.
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Todas a malhas, quando realizado o refino uniforme, apresentam convergéncia para um
mesmo resultado, porém é visivel a influéncia da raz&o de aspecto para a notag&o strain gradient
corrigida, assim como para os outros elementos que sofrem correcdo. Os elementos ISOP9 e
SG9 possuem equivaléncia numeérica, apesar de que, devido ao custo computacional, apenas a
notacdo strain gradient retornou resultados para malhas com 80 e 160 elementos, com ou sem

correcao.

Os elementos ISOP9SRI2, ISOPI9SRIP2, ISOP9RI e SGON, cuja introducdo de erros
também afetou a andlise de deslocamentos, continua retornando resultados inadequados para a

analise de tensdes de cisalhamento, como mostra o gréfico 69:

Grafico 69— Tensao de cisalhamento x Quantidade de elementos, para a viga curta, modelada

com elementos finitos de nove nés.

Tensao de cisalhamento
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—— SG9
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-200

1 2 4 5 8 10 16 20 32 40 80 160

Fonte: Autor.

Devido a escala dos erros associados aos elementos citados interferir na andlise dos
demais, o grafico 70 traz a tensdo de cisalhamento no primeiro ponto do primeiro elemento de

cada malha, para comparacéo ja realizada também com os elementos de quatro nés:
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Gréfico 70— Tenséao de cisalhamento x Quantidade de elementos, para a viga curta, modelada
com elementos finitos de nove nés, sem os elementos ISOP9RI, ISOPI9SRI2, ISOPI9SRIP2 e
SGON.

Tensao de cisalhamento
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Fonte: Autor.

O elemento SG9C mostra convergéncia, apesar da visivel influéncia da razdo de aspecto

entre os resultados, assim como o0s elementos néo corrigidos SG9 e ISOP9.

Os elementos ISOP9SRI1 e ISOP9SRIP1 mostram maior sensibilidade a razdo de
aspecto, ndo mostrando convergéncia para um unico valor entre diferentes malhas, mesmo se

s0 analisados os refinos uniformes entre uma mesma raz&o de aspecto.

4.3.Furo quadrado.
Como descrito na metodologia, foram obtidos resultados para a modelagem do furo

quadrado com quatro nés, analisando a concentracdo de tensdes gerada na aresta do furo.

Para as tensGes de cisalhamento, o grafico 71 compila os resultados obtidos nas

diferentes malhas e elementos finitos simulados:
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Gréfico 71- Tensdao de cisalhamento x Quantidade de elementos, para o furo quadrado,

modelado com elementos finitos de quatro noés.
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-50

Fonte: Autor.

A convergéncia para a integracao completa na formulacéo isoparamétrica, ou com todos
0s termos na notagdo strain gradient, mostra um desempenho menor do que obtido com a

correcdo na integracdo por meio das integracGes reduzidas ou corre¢do a priori.

Porém o resultado que mostra a menor concentracdo de tensfes na aresta do furo é do
elemento SG4C, enquanto outros elementos obtiveram valores superiores.

Os resultados das tensdes normais na dire¢do “x” s@o dispostos no grafico 72 para

analise:
Grafico 72— Tensao normal na diregao “x” x Quantidade de elementos, para o furo quadrado,

modelado com elementos finitos de quatro nos.
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Fonte: Autor.
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A convergéncia dos elementos ISOP4, ISOPASRIP, SG4 e SGAC sdo similares, porém
os valores do elemento isoparamétrico corrigido possuem variacdo em relagdo aos demais,

mostrando uma concentracédo de tensao elevada na aresta do furo quadrado.

A mesma analise ¢ realizada para as tensdes normais na diregao “y”, no grafico 73:

Gréafico 73- Tensao normal na diregdo “y” x Quantidade de elementos, para o furo quadrado,

modelado com elementos finitos de quatro noés.
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Fonte: Autor.

Os elementos ISOP4, ISOP4RI, SG4 e SG4C alcangcam resultados préximos no ultimo

refino, sendo a menor variagéo entre a malha de 27 elementos e de 108 para o elemento SG4C.

Todos apresentaram variacdo elevada entre amalha de 12 e 27 elementos, possivelmente

devido a alteracdo da geometria da malha, simulada com menor variedade de raz6es de aspecto.

Com base em todos os resultados descritos neste capitulo, serdo concluidos os efeitos
causados pela variacdo da razdo de aspecto, refinos, coeficientes de Poisson para todos os
diferentes elementos finitos tratados em diferentes simulagdes, de forma que as constatagoes

sejam abrangentes e melhor embasadas.



130

5. CONCLUSOES

Neste capitulo sdo realizadas as conclus@es referentes as analises descritas no capitulo
quatro, assim como relacionados os fendbmenos encontrados com o referencial tedrico presente
no capitulo dois, na busca de explica¢des que orientem o melhor entendimento do tema tratado,

assim como trabalhos futuros que promovam o avango do estado da arte.

5.1.A Viga em Balango (Cantilever Beam) modelada com elementos de
guatro nos.

Para os elementos de quatro nos se observa a diferenca na aproximacao e convergéncia
dos resultados ao serem usadas as notacGes com termos espurios, no caso da isoparamétrica
com a integragdo completa no elemento ISOP4, e na notagdo Strain gradient no caso de SG4,
e com a eliminacdo correta dos termos espurios, como feito com a integracdo reduzida seletiva

sem ponderacdo em ISOP4SRI, e com a notagdo Strain gradient em SG4C.

Quando ¢ realizada a integracdo reduzida seletiva, sem ponderacdo, no elemento de
quatro nos, os termos de maior grau apenas da deformacédo angular sdo eliminados no processo
de integracdo, 0 que acontece explicitamente na notagdo Strain gradient, por se mostrarem

termos espurios quando realizada sua interpretacéo fisica.

A integracdo reduzida uniforme ndo mostra desempenho adequado em todas as
aplicacdes com elementos de quatro nds, e possui uma aproximag¢do menor que os demais
elementos, que pode ser explicada pela deducdo da notacdo Strain gradient, uma vez que ao
eliminar os elementos de maior grau de todas as equa¢6es de deformacdo, a0 mesmo tempo que
se elimina os termos de deformacdo angular parasitica, também séo eliminados termos nédo

espurios de deformagcdo linear.

O elemento ISOP4SRIP consegue um desempenho melhor com relacdo aos
deslocamentos que os elementos SG4C e ISOP4SRI, 0 que sugere que sdo possiveis correcoes

relacionadas as deformacdes normais ainda ndo abordadas na notagéo Strain gradient.

Analisando as diferencas entre os resultados obtidos, pode-se concluir que quanto maior
o coeficiente de Poisson do material, maior € a diferenca entre resultados entre os elementos
SGA4C, ISOP4SRI e o elemento ISOP4SRIP para os deslocamentos.

Com relagdo as tensdes obtidas em cada simulacdo, os elementos ISOP4SRI e SG4C
obtiveram melhores resultados o elemento ISOP4SRIP, sendo o elemento SG4C com melhor

convergéncia quando comparadas as tensdes normais nas diregdes “x” e “y”.
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Os elementos que ndo apresentaram corre¢des de termos espuarios, como em ISOP4 e
SG4, apresentam convergéncia mais lenta das respostas que os elementos corrigidos.

O elemento ISOP4RI, com integracdo reduzida uniforme, ndo apresenta bom

desempenho na analise de tensdes normais.

Estes fendmenos podem ser explicados pela forma de integracdo dos termos das
formulacdes corrigidas, como j& explorado no referencial teérico, uma vez que, quando as
correcdes ndo alteram as deformacdes de flexdo, diretamente proporcionais as tensées normais,

esta sdo integradas por completo, ndo sendo identificados termos espurios nestas equacoes.

Como os elementos corrigidos, que ndo alteram a integracdo das equacOes de
deformacéo de flexdo, possuem também melhor aproximagdo de deslocamentos, como se
observa nos elementos ISOP4SRI1 e SG4C, sdo obtidas melhores aproximacées também no que

se refere as tensdes normais.

Devido a alteracdo em parte das equacOes de flexdo na correcdo de sua formulacéo,
apesar do elemento ISOP4SRIP mostrar melhor aproximagéo em relacéo as deformagdes, em

relacdo as tensdes ndo obtiveram um desempenho téo satisfatério.

Identifica-se a necessidade de estudo mais aprofundado no que se refere a ponderacao
da matriz de rigidez utilizada na formulacdo do elemento ISOP4SRIP, pois em termos de
deformacéo, pode-se transportar as vantagens obtidas para o elemento SG4C, uma vez que
identificadas as razdes da melhora de desempenho para o problema da Viga em Balango, e em
termos de tensdes normais, poderiam ser utilizadas as deformacdes obtidas com ponderacéo,

mas a obtencéo das tensdes através da formulacao utilizada no elemento ISOP4SRI.

Tais modificagOes ainda ndo foram testadas, e podem trazer vantagens em ambas as

formulacGes em termos de deformacdes e tensdes normais.

Para as tensdes de cisalnamento, o elemento SG4C apresentou melhor convergéncia em
todas as simulages, pois além de apresentar bons resultados para os deslocamentos, apresenta

uma eliminacdo explicita dos termos espurios.

A eliminacdo dos termos espurios nos elementos ISOP4SRI e ISOP4SRIP esta correta
segunda a propria deducdo da notacdo strain gradient, porém a integracdo numeérica, quando
reduzida, pode ndo anular completamente termos de maior grau que a quadratura seria

apropriada, o que provoca distor¢fes na correcao quando o objetivo seria anular estes termos.
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O elemento ISOP4RI obteve bom desempenho para as tensdes de cisalhamento, mas

apenas neste quesito, ndo se mostrando apropriado em nenhum outro uso.

O estudo de melhores formas de integracéo dos elementos isoparamétricos corrigidos,
utilizando como exemplo o obtido na notacdo strain gradient, pode trazer melhorias na

formulacéo em relacdo as tensdes de cisalhamento.

5.2.A Viga em Balanco modelada com elementos de oito e nove nés.
Para os elementos de nove e oito nos, foi possivel identificar os mesmos padrdes de
comportamento, tanto com relacdo as aproximacdes e alongamento dos elementos, como em

relacéo aos refinos.

Como esperado, os elementos com integracdo completa 1SO9 e 1SO8, e seus
correspondentes em notacdo Strain gradient, SG9 e SG8, respectivamente, obtiveram

resultados exatamente iguais, mostrando a equivaléncia na integracdo das duas formulagdes.

Para os elementos de oito e nove nds surge a peculiaridade acerca dos termos espurios,
onde ndo sdo possiveis de serem eliminados por completo sem a introducdes de outro erro para
a formulacdo isoparamétrica, o que € identificado no comportamento dos elementos
ISOPI9SRI2, ISOP8SRI2, ISOPISRIP2 e ISOP8SRIP2, e foi propositalmente causado nos
elementos SGON e SG8N, eliminando a equacdo de compatibilidade.

Os resultados dos fenémenos na formulacdo isoparamétrica e Strain gradient ndo foram
exatamente iguais devido ao procedimento de integracdo por pontos de Gauss, que ndo
necessariamente torna nulo o resultado de elementos integrados com uma quadratura menor
que a adequada, em ISOP9SRI2, ISOP8SRI2, ISOP9SRIP2 e ISOP8SRIP2, que seria
equivalente a eliminacédo da equacao de compatibilizacdo da notagéo Strain gradient, em SGON
e SG8N.

Foi possivel demonstrar o prejuizo causado pela insercdo de modos cinematicos de
energia nula com a corre¢édo inadequada dos termos cuja integracdo reduzida seletiva elimina a

equacédo de compatibilidade demonstrada na notacéo strain gradient.

Com relacdo aos resultados obtidos com a elimina¢do dos termos espdrios, 0s erros
obtidos com o elemento ISOP9SRI1 foram melhores que do elemento ISOP9SRIP1 em todas

as simulagdes.
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J& em relacdo a notacdo strain gradient, os resultados dos elementos SG9C e SG8C néo
se mostraram melhores em todas as situagfes em comparacdo com Seus respectivos

isoparamétricos com mesma quantidade de nos.

Pode-se observar uma maior sensibilidade em relacdo ao alongamento do elemento,
ocasionando aproximacGes melhores para os elementos ISOP9SRI1 e ISOP9SRIPL, e até
mesmo a integracdo reduzida uniforme com o elemento ISOP9RI, quando o elemento tem o
alongamento igual a dez vezes a dimensdo da altura. O fendmeno se repete para o0s elementos

de oito nés.

E a variacdo do coeficiente de Poisson altera este resultado, de forma que quanto maior
o coeficiente de Poisson, melhor € o resultado da notacdo Strain gradient.

Quanto maior o refino da malha, menor as diferencas entre os resultados.

Estes resultados sdo interessantes do ponto de vista matematico, ao se comparar 0s
processos que ocorrem com cada um dos elementos, principalmente com relagéo ao resultado

da integracgéo reduzida uniforme.

A integracdo reduzida uniforme, por realizar uma integracdo de todas as equacdes,
inclusive de deformacdo linear, com uma quadratura de um grau menor do que a adequada para
a integracdo completa, anula, ou reduz, o valor de todos os termos de maior grau. Um bom
desempenho do elemento ISOP9RI e ISOP8RI, para este problema em especifico, pode sugerir

novas corregdes a serem realizadas.

Porém um desempenho melhor que o dos elementos SG9C e SG8C para 0s elementos
ISOPISRI1 e ISOP9SRIP1, para nove nos, e ISOP8SRIL e ISOP8SRIP1, para oito nds, sugere
que o processo de mapeamento pode estar corrigindo algo ainda néo previsto na formulagéo da
notacéo Strain gradient para quando existe um alongamento grande do elemento.

Mesmo com a notacdo Strain gradient corrigindo a priori os termos espurios, e
ocupando menos memoria computacional, ainda existe abertura para novas corregdes, que
possam deixar o desempenho do elemento ainda melhor, considerando os bons resultados ja

obtidos em comparacédo a formulacdo isoparamétrica em maior parte das simulagoes.

Com relagdo a anélise de tensfes normais, todos os elementos com correcdo e sem a
introdugdo de modos cinematicos de energia nula apresentaram convergéncia de resultados,

porém os elementos na notacéo strain gradient apresentam uma convergéncia mais proxima ja
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nos primeiros refinos de malha, apesar das aproximacdes relacionadas aos deslocamentos néo

serem sempre os melhores.

Na analise das tensdes de cisalhamento, a notacdo strain gradient adequadamente
corrigida mostrou melhor convergéncia em relacdo as integraces reduzidas seletivas da
formulacdo isoparamétrica desde os primeiros refinos de malha, o que denota a aplicacdo da
equacdo de compatibilidade juntamente da eliminacdo de todos os cisalhamentos parasiticos na
equacao de deformacéo angular, uma vez que foi possivel obter resultados menores para tensdes

de cisalhamento, sem a introducdo de modos cinematicos de energia nula.

5.3.A viga curta modelada com elementos de quatro nés.

Como a variacdo da razao de aspecto se deu com o0 aumento da altura em relacdo a base,
diferente do que ja havia sido realizado para a Viga em Balanc¢o, observa-se que existe uma
perturbacdo grande na convergéncia tanto dos deslocamentos como das tensdes quando séo
utilizados 10 elementos, ou seja, cada elemento possui dez vezes mais altura do que base.

Porém, se analisadas as razdes de aspecto separadamente, pode-se observar que com o

refino uniforme existe uma convergéncia uniforme.

Apesar da influéncia da razéo de aspecto, apds as perturbacBes causadas por geometrias
muito alongadas dos elementos na direcdo vertical, retoma-se a convergéncia para um mesmo

valor de deslocamento, exceto para o elemento ISOP4SRIP.

O elemento ISP4RI, que para a Viga em Balango se mostrou inapropriado, comporta-se
de forma semelhante aos demais nesta simulacédo, o que pode ser explicado pela caracteristica
do problema estudado estar mais submetido a influencias de tensdes de cisalhamento, o que
reduz o efeito causado pela exclusdo indevida dos termos de maior grau das equagdes de

deformacéo de flexdo com a integracdo reduzida uniforme.

Ja para o elemento ISOP4SRIP, a ponderacdo da matriz de rigidez para problemas com
grande influéncia do cisalhamento, aparentemente, piora sua convergéncia, 0 que pode ser

também observado no que se refere as tensdes de cisalhamento.

A razdo de aspecto perturba mais a convergéncia em relacdo as tensdes de cisalhamento
do que em relagdo aos deslocamentos, sendo os resultados da malha com 10 elementos

destoantes dos demais, mesmo com a mesma razao de aspecto apos ser feito o refino uniforme.
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5.4.A viga curta modelada com elementos de nove nos.

Os resultados encontrados para a viga curta modelada com nove nés mostram que 0S
elementos cuja integracdo insere modos cinematicos de energia nula continuam a produzir
resultado ruins, porém, diferentemente do observado na Viga em Balanco, a integracéo reduzida
uniforme também mostra um desempenho inadequado nesta situacéo, seja para deslocamentos

ou tensdes de cisalhamento.

O elemento de nove nés corrigido na notacdo strain gradient, SG9C, mostrou maior
sensibilidade a varia¢do da razdo de aspecto que os demais, resultado também encontrado na
Viga em Balanco, porém todos os elementos que nao apresentaram resultados inapropriados

descritos anteriormente apresentaram convergéncia para um mesmo deslocamento.

Porém o elemento SG9C mostra uma convergéncia mais rapida para as tensdes de

cisalhamento que os demais, mesmo com a variacao da razao de aspecto.

5.5.0 furo quadrado modelado com elementos de quatro nés.
A analise das tensdes mostra detalhes sobre a convergéncia e concentracdo de tensdes

na aresta do furo quadrado.

Destaca-se a correcdo dos termos espurios na notacdo strain gradient neste tipo de
problema, mostrando menor variacdo de resultados entre os refinos de malha em todas as

tensoes.

Correlacionando todos os dados com o referencial tedrico, observam-se as equivaléncias
esperadas entre a notacdo strain gradient e a notacdo isoparamétrica, tanto no que diz respeito
a integracdo completa, como nas integracGes reduzidas.

Porém compreende-se melhor os fendmenos resultantes das simulacdes a partir da
deducdo da notacdo straind gradient, entendendo o porque da alteracdo de desempenho em
formulacBes que mostram melhor convergéncia para problemas onde esforgos de flexdo séo
mais pungentes, e a piora na convergéncia quando o problema estudado estd submetido a

elevadas tensdes de cisalhamento.

A menor complexidade da notacdo strain gradient também é notavel no que tange a

programacéo, exigindo menos sub-rotinas e resultando em menores aloca¢des de memoria.

Os resultados obtidos mostraram algo revisto no referencial teérico, relacionado ao

custo computacional das malhas que retornaram resultados na notagdo strain gradient e



136

resultaram no esgotamento da memaoria computacional para a formulagéo isoparamétrica, nao

gerando resultados.

Né&o é fortuito e nem intencdo do trabalho elencar um elemento finito melhor, mas sim
mostrar as potencialidades de cada notacdo, que mostram espaco para melhorias quando
analisadas em conjunto, pois, assim como a notacdo isoparamétrica pode ganhar novas
corregdes a partir da compreensdo dos processos ocorridos na formulagdo comparando-0s com
o0s da notacdo strain gradient, o processo de mapeamento da formulacao isoparamétrica poderia
vir a contribuir com a notagdo strain gradient, tanto na melhora do desempenho quando
aplicadas razfes de aspecto desfavoraveis, assim como na simulagdo de malhas deformadas,

que ndo foram abordadas no presente trabalho.
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